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Abstract 
In this paper, we mainly study linear algebra as a common course in higher education institutions. 
By analyzing the structural system of linear algebra and focusing on the theory of system of linear 
equations, we discuss the teaching idea in the actual process of teaching linear algebra cause. 
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摘  要 

本文主要以高等教育院校开设的公共课线性代数为例。通过分析线性代数的结构体系，以线性方程组理

论为主线，讨论线性代数实际教学过程中的教学思路。 
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1. 引言 

目前《线性代数》是我国高等院校理工科和经管类专业开设的一门非常重要的数学基础课程之一。

《工程数学线性代数》[1]主要包括行列式、矩阵、线性方程组、向量、二次型、线性空间与线性变换等

内容。事实上，线性代数主要研究问题可归结为线性方程组的求解及其相关问题。线性方程组的理论与

方法几乎贯穿在线性代数教材的各章之中。通过线性方程组的不同表现形式可引入行列式、矩阵、向量

等概念，通过线性方程组的求解也可将各章节相关内容联系在一起，从而使这门课程各部分内容融为一

体。 

2. 线性代数的主线——线性方程组 

对学生而言，线性代数跟以往学过的数学知识完全不同，学生普遍认为这门课程内容过于抽象、定

理定义太多、解题方法较为复杂，无法将课程前后各章节内容联系在一起。因此，在正式讲授课程内容

之前，教师应努力讲清楚各部分知识的联系，将各部分内容合理地衔接起来，理清课程脉络，注意前后

内容的衔接[2]。所以，以求解线性方程组作为主线是比较合理的。一方面，线性方程组是学生比较熟悉

的概念，以线性方程组为课程的主线学生更易于接受；同时以线性方程组为主线也能够很好地将各部分

内容串联起来。从学生中学最为熟悉的线性方程组出发，将线性方程组分为方程个数和未知量个数相等

或不等两种类型[3]。由简入难，以二元和三元方程组引出二阶和三阶行列式的定义，从而引出一般行列

式的定义，继而得到克拉默法则；而“对于方程个数和未知量个数不同的线性方程组的求解问题”则需

引入矩阵的概念及其相关定义、性质与矩阵的秩等重要概念，然后借助矩阵的秩可以观察线性方程组中

哪些是有解，哪些是无解的，接着引出向量由向量组线性表示问题，进一步引出线性相关(无关)的概念；

同样，由观察齐次线性方程组的解的集合所具有的性质可引出而线性空间这个核心概念；最后，化二次

型为标准型便是将前面知识进行了综合应用，其中的内容涉及到矩阵的对角化，特别是求解矩阵特征向

量又涉及到线性方程组的求解。因此，将线性方程组作为主线来串联线性代数各部分内容十分有助于学

生从整体上去理解线性代数这门课程。 
对于线性方程组的求解，中学数学中只涉及到未知数个数 n 与方程个数 m 相同，并且 n 或 m 较小的

线性方程组，通常采用消元法进行求解。而大学中线性代数这门课程将会介绍更为高级、简便的方法来

求解任意线性方程组。设有 n 个未知数与 m 个方程的线性方程组，一般表示为： 
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由此，可将线性方程组分为两大类： 
1) m n= ，即方程个数与未知数个数相等。 
2) m n≠ ，即方程个数与未知数个数不相等。 
求解以上两类线性方程组需要用到两类有力工具，那就是行列式和矩阵。由此，可将线性代数的课

堂教学内容重点分为三大部分。 

3. 课堂教学重点内容 1：行列式 

鉴于之前据方程个数和未知量个数不等或相等将线性方程组分为两类。在教学安排上首先介绍行列

式，并告知学生行列式的出现是为了求解第一类线性方程组—— m n= 。从学生最为熟悉的二元线性方

程组引入二阶行列式，使学生对行列式有初步了解。接着由三元线性方程组引出三阶行列式，进而推广
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到 n 阶行列式的一般定义。接下来便是针对 n 阶行列式内容的讲授。事实上，行列式骨子里就是一个代

数表达式。因此计算行列式的代数表达式是学习行列式首要任务。那么便需掌握计算行列式的常用方法，

也是行列式内容的重点：n 阶行列式的定义法、行列式性质、降阶法、升阶法(加边法)、数学归纳法、递

推法。万事俱备，最后便可采用行列式得到克拉默法则，从而求解方程个数等于未知数个数且系数行列

式不等于零的线性方程组。最后，结合二阶行列式与二元线性方程组的关系，可推广到 n 元线性方程组

的求解——克拉默法则： 

克拉默法则 [1]：如果线性方程组
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的系数行列式不等于零，即
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，那么方程组有唯一解： 
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其中 ( )1,2, ,jD j n=  是把系数行列式 D 中第 j 列的元素用方程组右端的常数项代替后所得到的 n 阶行列

式，即
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到此，克拉默法则回答了最初关于求解 m n= 的线性方程组的问题。教学过程中，让学生去观察以

上条件，并提出问题：克拉默法则不能求解两大类线性方程组的哪些方程？显然，对于 m n≠ 或系数行

列式为 0 的m n= 的线性方程组，克拉默法则已失效。由此，需要引入另一工具——矩阵。 

4. 课堂教学重点内容 2——矩阵 

矩阵是克拉默法则求解某些线性方程组失效后的产物，更是数学家偷懒的结果。学生在中学阶段求

解线性方程所采用的消元法是一个重复与繁琐的过程，在此过程中会发现参与运算过程的仅仅是未知变

量的系数，那么将这些系数按照在方程组中的位置依次排列，再用括号括起来，便得到与原方程组相应

的一个数表，称之为矩阵。所以，矩阵本质上是一个长方形数表，其作为求解线性方程组的另一有力工

具，与线性代数中其他内容都有着千丝万缕的联系。利用矩阵求解线性方程组取代了中学时代需要将每

次消元后的方程组重新抄一遍的繁琐，达到事半功倍的效果。事实上，矩阵适用于求解所有线性方程组，

大多时候比克拉默法则更为简单，方便。因此，矩阵作为一种新的工具，我们需要认识和理解它。如，

矩阵的四则运算，矩阵的性质。通过与数的运算进行对比，记住矩阵加减、乘以及逆运算的条件，并注

意矩阵的一些反常性质，如矩阵的乘法不在满足交换律与消去律，全不为零矩阵相乘可能为零。 
在介绍完矩阵的基本运算与性质后，学生还需掌握矩阵的秩。矩阵的秩是矩阵的核心，是矩阵的一

个重要的数值特征，是矩阵判断解线性方程组是否有解及求解的过程中的必经之路。矩阵秩的概念较难

理解，它的影响力却不容小觑。矩阵的秩的应用贯穿了几乎整本教材。例如，判断线性方程组是否有解、

判断向量组的线性相关性、求矩阵特征值、判断二次型的正定性等等方面都与矩阵的秩息息相关。因此，

结合增广矩阵秩的性质： ( ) ( ),R A R A b= 或 ( ) ( )1 ,R A R A b+ = ，便得到线性方程组 m nA x b× = 的求解理论： 
定理[1]：给定 n 元线性方程组 m nA x b× = ，则方程 
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1) 无解的充分必要条件是 ( ) ( ),R A R A b≠ ； 
2) 有解的充分必要条件是 ( ) ( ),R A R A b r= = 。 
a) 有唯一解 r n⇔ = ； 
b) 有无限多解 r n⇔ < 。 
因此，求任意方程组 m nA x b× = 的解都可以通过对增广矩阵 ( ),B A b= 讨论得以解决。 

5. 课堂教学重点内容 3——线性方程组及矩阵的应用 

5.1. 向量组的线性相关性 

教师在介绍线性相关性之前，需要向学生介绍线性方程组常用的四种表示形式，例如： 

1) 一般表达式： 1 2

1 2

2
2 3 5
x x

x x
+ =

 + =
； 

2) 增广矩阵形式：
1 1 2
2 3 5
 
 
   

(矩阵求解线性方程组的重要工具，但需要附加说明)； 

3) 矩阵相乘形式：
1 1 2
2 3 5
   

=   
   

x ，即 =Ax b  (无需说明)； 

4) 向量线性组合形式： 1 2

1 1 2
2 3 5

x x     
+ =     

     
。 

以上四种不同的表示形式，在线性代数中却有着不同的意义。而表达形式 4)恰好与线性代数中另外

一个重要概念——线性表示有着重要联系。这样，学生更容易理解线性表示的定义。因此，判断向量 b 是

否可以由向量组 A线性表示？若可以表示，求出表达式的问题自然就转化为判断线性方程组 =Ax b 是否

有解，并求解的问题。在此基础上，若令 = 0b ，由线性表示便可得到向量组 A线性相关性的概念。向量

组的线性相关性是线性代数中非常重要概念之一，也是线性代数中的难点。给定向量组 A，不是线性相

关的，就是线性无关的，两者必居其一。通过前面分析，判断向量组 A的线性相关性本质上是判断齐次

线性方程组 = 0Ax 是否有非零解的问题。再通过线性相关性可讲授最大无关组的概念，便可发现通过有

限向量组掌握无限向量组，凡是对有限向量组成立的结论，用最大无关组作过渡，立即可推广到无限向

量组的情形中去。在线性相关性的教学过程中，教师需要强调判断向量组线性相关性的重要性，并说明

通常采用以下四个等价命题： 
向量组 A： 1 2, , , mα α α 线性相关： 
⇔ 存在不全为零的实数 1 2, , , mk k k ，使得 1 1 2 2 0m mk k kα α α+ + + = 。 
⇔ m 元齐次线性方程组 = 0Ax 有非零解。 
⇔ 矩阵 ( )1 2, , , mα α α= A 的秩小于向量的个数 m。 
⇔ 向量组 A中至少有一个向量能由其余 m 个向量线性表示。 
同理，很容易得到判断线性无关的四个等价命题。 

5.2. 相似矩阵及二次型 

相似矩阵及二次型主要是对实对称矩阵的研究。化二次型为标准型便是将前面知识进行了大串联。

由于二次型与对称矩阵有密切的联系，而讨论对称矩阵又会涉及到矩阵的秩、矩阵的初等变换、矩阵的

特征值特征向量等概念，求解矩阵特征向量又会用到线性方程组的求解。通过求解线线方程组可将实对

称矩阵对角化。可见，这部分内容中求解线性方程组仍起着举足轻重的作用。因此，这部分内容是对前

面章节知识的巩固与融合。 
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