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摘  要 

积分上限的函数是高等数学中一个重要的基础概念，它表明了积分与微分的关系，其重要性不言而喻。

但在教学实践过程中发现学生理解该抽象函数具有一定的困难，本文基于课程思政的背景下，通过“真

问题、过程性、互动性”三位一体的教学设计方法，给出一种实践过程中易于学生理解的积分上限函数

的教学设计。 
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Abstract 
The upper limit of integral function is an important basic concept in advanced mathematics. It 
shows the relationship between definite integral and differential, and its importance is self-evident. 
However, in the process of teaching practice, it is found that students have certain difficulties in 
understanding this abstract function. Based on the background of curriculum ideology and politics, 
this article gives a teaching design method of “true questions, procedural and interactive” 
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three-in-one teaching design method. The instructional design of the integral upper limit function 
that is easy for students to understand. 
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1. 引言 

国家一直倡导寻找一种有效的途径，在专业课程教学的过程中融入思想政治教育这一隐形育人的功

能，发挥好课堂教学作为教书育人这一主阵地的先天优势。本教学设计正是响应习近平总书记在全国高

校思想政治工作会议中强调的以“立德树人”为中心，把践行社会主义核心价值观融入教书育人的全过

程这一重要精神[1]，结合所讲授的高等数学这门受众面广、逻辑性强、高度抽象的公共基础课的学科特

点，提出“真问题、过程性、互动性”三位一体的教学设计方案，力图从现实社会中人们所面临的真实

的数学问题出发，本着解决问题的思路，用一系列真实问题串联起来，重建知识产生的全过程，让学生

明白知识点从何而来，有何用处，而不是直接呈现书本上给出的最终结果，并在课堂教学过程中注重与

学生的互动性，主动回应学生所关心的问题，通过这三方面的教学设计，最终希望学生在课堂学习过程

中不仅仅收获书本上的固有知识点，而且可以了解知识点的前世今生和发展趋势，以及知识点所传递的

文化内涵和核心价值观等，增加学生的获得感。 
积分上限的函数是用形如定积分的形式来定义的一种新函数，在工程技术等方面也比较常见，例如

在概率计算等相关问题中常用于表示密度函数，因此积分上限函数作为高等数学必修内容中一种极为抽

象的函数[2]，常常让基础薄弱的学生晕头转向。对于经管类、农林类的一年级本科生更是如此，由于上

课学时较少，加之学生对于抽象类概念内心深处有恐惧心理，导致学生刚接触到该数学概念时，有畏难

情绪，不能很好地理解积分上限函数的定义。本教学设计，正是基于课程思政的背景下，从生活中一则

求解极限的广告宣传语出发，引出积分上限函数，激发学生的学习兴趣，减少畏难情绪，进而讲解积分

上限函数的相关知识点，并将课程思政融入教学的全过程。 

2. 积分上限函数的引入 

通过瑞幸咖啡的一则广告语“人生无解，多喝拿铁，求极限
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1
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e d
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x t

x
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∫
”，从“人生无解”引发 

学生思考此题是否有解，要想知道此题是否有解，需要知道分子
2cos

1
e d

x t t−∫ 所表达的含义以及如何求解，

从而很自然地引出本节课的主讲知识点，吸引学生的注意力，进而自觉思考，主动学习新知识。 

引导学生重建知识点产生的过程，重述定积分 ( ) ( )
0 1
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nb
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I f x x f x
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→ =

= = ∆∑∫ ，根据该定义式，我们 

知道它是一种乘积和式的极限，是一个确定的数值，只与积分区间和被积函数有关，与积分变量用何字

母表示无关，也就是 ( ) ( ) ( )d d d
b b b

a a a
f x x f u u f t t= =∫ ∫ ∫ 。 

现假设 [ ],x a b∈ ，考虑积分 ( )dx

a
f t t∫ ，它的取值仅与积分区间 [ ],a x 和被积函数 ( )f x 有关。一旦给
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定了 x 的取值，相应的 ( )dx

a
f t t∫ 的值也随之确定，显然这种关系符合函数的定义，从而将其称为积分上

限的函数，记为 ( ) ( )dx

a
x f t tΦ = ∫ 。从形式上来看，x 的位置位于积分的上限，从而该定义符合表观上的

认知。类似地，x 处于积分下限时，也就定义了一个积分下限函数 ( )db

x
f t t∫ 。通常，我们称定义一个积

分上限函数 [ ]: ,a x RΦ → ， ( )dx

a
x f t t∫ ，其中 [ ],x a b∈ ， [ ],t a x∈ ， ( )f t 是区间 [ ],a b 上的连续函数。 

3. 积分上限函数的性质讨论 

定理 1 [3] 若 ( )f x 在 [ ],a b 上连续，那么 ( ) ( ) [ ]d , ,
x

a
x f t t x a bΦ = ∈∫ 在 [ ],a b 上可导，且 

( ) ( ) ( )( )d d .
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a
x f t t f x a x b

x
′Φ = = ≤ ≤∫  

引导学生通过导数的定义进行证明，用一系列数学问题串联起来，重建知识产生的过程，让学生理

解知识点从何而来。欲证积分上限函数的导数等于被积函数本身，根据现有知识，只能从导数的定义出

发对其证明，所以可以通过求增量，算比值，求极限的三部曲对其进行证明。 
证明 设 [ ], ,x x x a b+ ∆ ∈ ，那么 
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左端点右可导和右端点左可导可用定义类似进行证明。 
根据大纲要求，对刚接触到积分上限函数的学生而言，主要的教学目标之一便是要让他们运用该知

识点对积分上限函数求导和求极限，并且能够熟练运用复合函数求导的法则，推导积分上限复合函数的

求导公式。 
1) 对于复合类型，以上限为复合函数来看，巧妙引导学生采取形变意不变的求导方式，先将上限看

成整体，再逐步按照一般函数求导类型计算，最后总结出一个通用的式子，引导学生怎样计算的同时也

提醒学生如果记不住就按照这种形变意不变的思维，也就形成公式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )d d d dd d ( )d .
d d d d

x u u

a a a

uf t t u x f t t f t t f u u f x x
x x u x

ϕ
ϕ ϕ ϕ′ ′= = ⋅ = =   ∫ ∫ ∫  

同时，提醒学生怎样将变下限的求导类型正确写出来。 
2) 如果是上下限均不是固定数的类型，引导学生一起计算，利用中间过度常量，将整体拆分称一个

变上限和一个变下限的类型，再将两者分别求导，最后总结出公式： 

( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )d dd d d .

d d
b x b x a x

a x a a
f t t f t t f t t f b x b x f a x a x

x x
  ′ ′= − = −        ∫ ∫ ∫  
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为了让学生巩固求导公式(1)和(2)，以及主动回应引例中的极限问题是否有解，下面将从简到繁，讲

解三个例题，增加课堂教学的互动性。 

例 1 计算
2

2
0

d 1 d
d

x
t t

x
+∫ 。 

解按照复合求导的第一种类型，先对整体求导，再与上限导数相乘，从而得出： 

( )
2

2 4 2 4
0

d 1 d 1 2 1 .
d

x
t t x x x x

x
′+ = + = +∫  

例 2 计算
sin 2
cos

d d
d

x

x
t t

x ∫ 。 

解 按照复合求导的第二种类型，先引入中间常量拆分原问题，然后分别对每一个整体求导，再与上

下限导数相乘，从而得出： 

( ) ( ) ( ) ( )sin 2 22 3 3
cos

d d cos sin sin cos cos sin .
d

x

x
t t x x x x x x

x
′ ′= − = +∫  

上面已经给出了求导的基本形式，下面就要以实际问题作为加深印象的工具，让学生在活跃的课堂

中体会学习与生活融洽的糅合在一起，引导他们正确面对问题，不要以别人的眼光看待自己，更不要人

云亦云，全心全意做好各项工作，用努力学习掌握理论知识来武装自己，更好地为国家服务。 

例 3 计算
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分析通过观察知道，被积函数属于连续型，同时当自变量趋于零时， cos x 趋于 1，由此又使用了定

理 1 的证明里边用到的中值定理，得出该式分子部分趋于零，而分母部分直观上可见是趋于零的，因此 

该极限属于
0
0
的未定式，故可选择洛必达法则进行求解。于是第一步便是分别对分数线上下的函数求导，

利用前面的第一种类型，并结合极限的几个重要公式得出最终结果。 
解 通过分析，正确使用每一步，可得 

2 2
2
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20 0 0

e d sin e 1 sin 1lim lim lim e .
2 2 2e

x t x
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x xx
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通过例 3 的讲解，主动回应了引例中极限是有解的，从而引申出“人生无解，此题有解”，陪养学

生勇于求真务实，脚踏实地的科研态度和积极探索，大胆创新的科学思想，并能够结合实际加以灵活运

用的实践能力，将思想政治教育自然地融入到课程的教学中，润物细无声地引导学生形成积极，向上的

核心价值观。同时，正确培养学生在面对问题时能够用于寻找自己的处理方式，不被别人牵着鼻子走，

特别是在这个网络十分发达的时代，正确对待网络舆论，敢于攀登追求真理。 

4. 积分上限函数的意义 

定理 1 是在被积函数连续的条件下证明得到的，实际上也就证明了“连续函数的原函数必存在”的

结论，故可以得到原函数的存在定理。 
定理 2 [4] 若 ( )f x 在 [ ],a b 上连续，则对 [ ],x a b∈ ，积分上限函数 ( ) ( )dx

a
x f t tΦ = ∫ ，就是 ( )f x 在 [ ],a b

上的一个原函数。 
该定理表明连续函数 ( )f x 是另外一个函数的导数，即 ( ) ( )x f x′Φ = ，沟通了导数与积分这两个概念，

最终表明积分和微分这两个过程互为逆运算，也就是可以通过不定积分的方法来计算定积分，有利于简

化定积分的计算，促进对后续牛顿—莱布尼茨公式的学习。 
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5. 教学总结 

本节课讲授了积分上限的函数及其导数。通过定积分定义了一个新的函数，增强学生在原有函数概

念学习下的知识迁移能力。积分上限函数的导数等于它的被积函数，通过这一性质找到了定积分和导数

之间的关系，为后续证明微积分的精髓–牛顿–莱布尼茨公式奠定了坚实的理论基础。通过“真问题、

过程性、互动性”三方面的教学设计使学生在课堂学习过程中不仅仅获得知识的提升，而且在分析问题

能力，解决问题的能力，以及价值观等方面都有所提升，将课程思政真正融入到高等数学的课堂实际教

学中，将数学学习与思想政治学习有机的结合，充分发挥了课堂教学是教书育人主战场的先天优势，增

加了学生对“知识、能力、价值”的获得感。 
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