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摘  要 

随着对数学史在数学教育中的价值的研究逐渐深入，以及新课程标准改革的不断推进，越来越多的专家

和教师开始尝试将数学史融入数学教学，本文主要从HPM视角、数学课程标准入手，分析数学史融入数

学教学的背景及理论基础，论述以阿波罗尼斯圆为案例的数学史融入数学教学的策略，提出数学史与数

学教育发展的反思与建议。 
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Abstract 
With the gradual research on the value of mathematics in mathematics education, and the conti-
nuous advancement of the new curriculum standard reform, more and more experts and teachers 
have begun to integrate mathematics history into mathematics teaching, mainly from HPM pers-
pectives and mathematics courses to analyze the background and theoretical basis of mathemati-
cal history into mathematics teaching, discuss the strategy of mathematics teaching in mathemat-
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ics history in Apollonis, and propose the development of mathematics history and mathematics 
education. 
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1. 引言 

华东师范大学汪晓勤教授作专著《HPM：数学史与数学教育》，提供了理论基础[1]；张俊忠博士研

究数学史融入初中数学教育并提出策略[2]；甘大旺老师借助对两个案例的阐述和分析，佐证借助数学史

能够高屋建瓴地挖掘数学题根[3]。虽然前人对数学史融入数学教育进行了研究，但对数学史融入数学教

育的研究还未做到理论与实践相结合。 
本文旨在提高数学教育的有效性，以将相关数学史料融入阿波罗尼斯圆的教学为例，积极推进理论

研究过程与教学实践过程相结合。 

2. 研究背景 

2.1. 研究基础及现状 

1) 数学史融入数学教学的研究基础 
将数学史纳入中小学数学是数学教育领域的一个重要课题。通过介绍数学概念和思想方法的历史发

生发展过程，一方面让学生体会到数学的魅力，激发学生对数学的兴趣；另一方面，它可以帮助学生理

解数学概念和思维方法[4]。数学史融入数学教学分两个阶段进行：一是“教学”过程中结合史料，二是

在“教学”过程中结合试题。其中 HPM 是 History & Pedagogy of Mathematics 的简称，HPM 主要从事面

向数学教育的数学史研究；以数学史为基础的教学；对历史基础的实证研究；将数学史融入数学教学的

实验研究[5]。 
2) 数学史融入数学教学的现状 
在数学教学中，数学史料是学生理解数学过程中极为有效的催化剂。然而，数学史常常被传统的数

学教学所忽略，教师将数学史料的知识融入到数学课堂教学中的比例不多。尤其是在课余时间较少的中

学一级，教学任务越来越紧迫，导致认为每一个教学日，教师都会教授新的内容，带给学生繁重的学习

压力，慢慢磨去了学生对数学学习的兴趣。这势必影响学生数学学习整体脉络的形成。 

2.2. 理论基础 

1) 历史相似性原理 
学生对数学概念的理解过程与数学概念的历史发展过程具有一定的相似性，历史上数学家所遭遇的

困难正是学生所经历的障碍[6]。因此，数学教育可以参照历史来预测学生的认知障碍，从而有针对性地

制订相关教学策略。 
2) 发生认识论和建构主义 
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数学史的发展史，从学生认知的角度，可以同化或适应融入教学课堂；建构主义作为一门新兴的教

育学，要求学生在学习数学的同时，能够依靠前人的成就，自主地进行改造，形成自己的数学知识。 

3. 研究意义 

数学史在数学教育中的价值 

1) 对学生数学思维的锤炼 
数学历史源远流长，在经过数学家们不断地艰难探索和总结之下，积累了许多历久弥新的数学思想。

而这些数学家的数学思想以及他们求解数学难题的思维都将对学生数学思维的形成与锤炼有深刻影响。

因此，数学史对学生的数学思维的锤炼以及数学思想的传承有着深远影响，能让学生的数学思维不再混

乱与浅薄。 
2) 让学生接受数学文化的熏陶 
通过数学史的学习，学生可以结识伟大的数学家们，让学生明白，数学家们取得成功，也需要付出

了许多努力。课堂上介绍这些数学史料，可以让学生领悟到勇于面对困难、坚韧不拔的精神。 
此外，总体而言，学生对数学在自然科学中的应用有一定的理解，但对数学在人文社会科学中的作

用认识相对不足。数学史可以在这方面提供大量的例子，来帮助学生感受数学在人文社科领域的价值。

例如，数学语言学、数学策略和数学经济学的制度都体现了数学的人文社科价值。通过在课堂中对这部

分数学史的介绍，让学生了解数学在推动人类文明发展中的作用，感受数学的应用价值和人文社科价值。 
3) 数学史有助于活化数学课堂 
在传统的数学课堂上，教师往往通过严谨的推理和反复的习题训练来帮助学生巩固数学知识。然而，

这种教学方法过于抽象，脱离现实生活，降低了学生的学习兴趣。学生享受不到数学课堂学习的快乐，

因此他们厌倦数学，失去了学习数学的兴趣，最终放弃学习数学。学生对于新鲜事物通常具有好奇心，

数学史料的引入可以吸引学生的注意力，激发学生的求知欲，调动学生的学习积极性，有效地改善数学

课堂的教学氛围。数学课堂不再只有冷冰冰的数字和符号，富有生气的数学故事加入课堂，学生们就会

慢慢地喜欢上数学课。 

4. 数学史融入数学教学的策略 

下面以阿波罗尼斯圆为例介绍数学史融入数学教学的策略： 

4.1. 引入史料创设情境 

在正式讲授新课之前，教师可以先介绍发现阿波罗尼斯圆的数学家阿波罗尼斯的故事，引入史料。 
阿波罗尼斯在前人的研究基础上，依照欧几里德《原本》公理演绎的方式，对内容进行了粗略而系

统的组织，编写了《圆锥曲线论》。《圆锥曲线论》包含了许多开创性的材料，近乎囊括了圆锥曲线的

性质．阿波罗尼斯将欧几里得的论证几何水平发展到极致，使《圆锥曲线论》成为数学史上的伟大纪念

碑，他本人也被称为古希腊“伟大的几何学家”[7]。 
除了研究圆锥曲线之外，阿波罗尼斯圆也是阿波罗尼斯的研究成果之一。那么什么是阿波罗尼斯圆

呢？教师设置悬念，激发学生的学习兴趣。并且在这一环节，通过介绍有关数学家的故事，可以培养学

生刻苦专研、严谨求实的科学态度以及积极进取的创新精神。 

4.2. 呈现例题聚焦主题 

在第一环节中，教师通过引入史料，创设学习阿波罗尼斯圆的悬念。这一环节主要通过例题的呈现
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来聚焦阿波罗尼斯圆这一概念，并引出相应的定理。 

例题：在同一平面内，已知两定点 ( )A 2,0− ， ( )B 4,0 ，若动点P满足
PA 1
PB 2

= ，则点P的轨迹方程是？ 

其轨迹为？ 
教师引导学生解得 P 点的轨迹是一个半径为 4，中心为(−3, 0)的圆。与此同时，教师希望学生能够举 

一反三，掌握求轨迹的一般方法，将
PA 1
PB 2

= 改为
PA 1
PB

= 时，点 P 的轨迹又是什么？此时，学生能够运 

用已学知识得出点 P 的轨迹为直线。 
而这又会引发深思，当比值不同时点 P 的轨迹发生变化，用数学的思想来看待，比值为二分之一和 

一均为特殊情况，若假设
PA
PB

λ=  ( 0λ > 且 1λ ≠ )，从特殊到一般猜想一般情况点 P 的轨迹是一个圆。在 

此基础上，教师引出阿波罗尼斯圆的概念。 
在此环节，教师呈现教材例题，在概念的教学中融入数学史，运用特殊到一般的数学思想，可知概

念产生的过程并且可以深化对概念的理解，从而聚焦本节课的核心概念——阿波罗尼斯圆。 

4.3. 求证定理深度学习 

在聚焦主题环节，学生已经了解到阿波罗尼斯圆的概念并得出猜想当比值
PA
PB

λ=  ( 0λ > 且 1λ ≠ ) 

时，点 P 的轨迹为一个圆，实际上这就是阿波罗尼斯圆定理。 
在 HPM 视角下的数学课堂中，数学教师不应直接使用原始的数学史料，应用学生喜闻乐见和易于理

解的形式呈现出来。在本教学案例中：“根据数学史料记载，15 世纪初法国数学家韦达提出应用了两个

圆相似中心的欧几里得解法，通过对多个特例的逐一讨论，严格清楚地陈述此类问题的解。后来牛顿、

高斯等著名数学家重新研究了这个问题，也得到多种解决方法。其中以法国数学家热尔岗约于 17 世纪初

给出的解法更具代表性。上述方法都是常规的标尺作图法。如果没有作图条件的限制，则能有更多简便

的解法。”数学史料的引入可以让学生了解，在阿波罗尼斯圆定理证明中，从阿波罗尼奥斯，到牛顿，

推导过程是循序渐进，逐级深入，每一位数学家都能有惊人的发现。学生听了故事，便会渴望尝试，学

习热情和兴趣高涨，此时，教师再引导学生动手来论证，在真正的实践和思考中，学习数学知识，实现

数学核心素养的落地[8]。 
现在我们要引入数学史上的一些证明方法来证明该定理。 
【证法一】 
 

 
 

(解析法)如图所示建立直角坐标系，已知 ( )A 2,0−  ( )B 4,0 ，
PA
PB

λ=  ( 0λ > 且 1λ ≠ )。假设 P 点坐 
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标为(x, y)，则 PA = ( )2 22x y+ + ，PB = ( )2 24x y− + ，整理得 ( )( ) ( )2 21 4 8 4 16 0x y xλ λ λ− + + + + − = ， 
当 0 1λ λ> ≠且 时，点 P 的轨迹是一个圆； 
当 1λ ≠ 时，点 P 的轨迹是 A 与 B 两点间形成的中垂线。 
【证法二】 
(几何法)在证明之前我们先介绍两个相关的引理。 
 

 
 
引理 1：在如图所示的三角形中，若 PA:PB=AM:MB，则 PM 为∠APB 的角平分线。 
证明：过点 B 作 BF∥MP 交 AP 的延长线于 F，则 AP:PF = AM:MB。因为 PA:PB = AM:MB，所以

AP:PF = PA:PB，故 PB = PF，∠PFB = ∠PBF.又因为 BF∥MP，所以∠PFB = ∠APM，∠MPB = ∠PBF，
故∠APM = ∠MPB，即 PM 为∠APB 的角平分线。 

 

 
 
引理 2：在如图所示的三角形中，若 PA:PB = AN:NB，则 PN 为∠BPF 的角平分线。 
证明：过点B作BE∥PN交AP于E，则AP:PE = AN:NB。因为PA:PB = AN:NB，所以AP:PE = PA:PB，

故 PB = PE，∠PEB = ∠PBE.又因为 BF∥MP，所以∠PEB = ∠FPN，∠NPB = ∠PBE，故∠FPN = ∠
NPB，即 PN 为∠BPF 的角平分线。 

下面介绍阿波尼斯定理的几何证明法。 
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取 AB 上一点 M 与 AB 延长线上点 N，使得 PA:PB = AM:MB = AN:BN，连结 PM、PN。由引理 1
和引理 2 可知 PM、PN 分别为∠APB、∠BPF 的角平分线，所以∠MPN = 90˚。因此点 P 的轨迹是以 MN
为直径的圆。 

本环节用不同的数学思想来求证定理，深化学习。学生通过自主探究、合作学习理解到定理产生的

过程并且可以深化对定理的理解，感悟数学思想和方法，提高自己的数学素养。 

4.4. 拓展应用领悟思想 

通过引入数学史料、课堂主题聚焦以及深度学习阿波罗尼斯圆定理，同学们已经初步掌握了阿氏圆

的概念以及简单性质。尽管学生对阿波罗尼斯圆的相关数学史料以及基本概念已经十分清晰，但仅仅处

于理解阶段是不够的。因此，我们在学生对阿氏圆有了内化的理解这一基础上，引入一些适量的习题，

使得学生能够灵活运用阿氏圆这一数学模型来解决不同方向的数学问题。 
【求几何图形面积最大值】 
例 1 若 BC = 2，AC = 2BC ，则S ABC∆ 的最大值是____。 
解决本题的常规方法是结合余弦定理及同角三角函数的平方关系或利用海伦公式求解，但这两个方

法运算量较大，因此可以利用阿波罗尼斯圆的概念加之数形结合的方法高效地解决本问题。 
【传统解析几何】 
例 2 圆 C 与𝑥𝑥轴相切于点 T(1, 0)与 y 轴正半轴交于点 A，B (B 在 A 的上方)，且 AB 2= 。1) 求圆 C 

的标准方程；2) 过 A 作一条直线与圆 O： 2 2x y 1+ = 相交于 M，N 两点，下列三个结论：① 
NA MA
NB MB

= ；

② 
NB MA

2
NA MB

− = ；③ 
NB MA

2 2
NA MB

+ = 。其中正确的序号为_______。 

本题可运用最通用的解析法求解，但计算起来较为繁琐。本题本质是阿氏圆的相关性质，仔细观察

条件可以发现圆 O 是定点 A，B 所对应的阿氏圆，运用这一条件即可求解得出最终答案。 

例 3 已知在平面直角坐标系 xOy 中，圆 O： 2 2x y 1+ = ，点
1A ,0
2

 − 
 

和
1B 0,
2

 
 
 

，M 为圆 O 上的动 

点，则 2 MA MB− 的最大值为________。 
根据题给条件，可以构造出以 A、C 为定点的阿波罗尼斯圆 O，再根据阿氏圆的定义以及数形结合

的方法即可求得 2 MA MB− 的最大值。 
【立体几何】 
例 4 在棱长为 2 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，点 P 是正方体的表面 ADD1A1 (包括边界)上的动点，

若动点 P 满足 PA = 2PD，则点 P 所形成的圆的半径为________；若点 E 是 CD 的中点，且正方体的表面

ADD1A1 (包括边界)上的动点 F 满足条件 AFB EFD∠ ∠= ，则三棱锥 F ACD− 体积的最大值是_________。 
这是一道结合了阿氏圆的立体几何题。要想运用阿氏圆的性质解题，首先需要建立空间直角坐标系，

再利用 PA = 2PD 求出点 P 形成的阿氏圆的轨迹方程，最后结合已知条件求出体积最大值。 
【平面向量】 
例 5：已知向量 a，b 满足 1=a ， = −2b b a ，则 b 的最大值为_________，a 与 b 夹角的取值范围

是_________。 
本题的关键在于运用向量知识，结合阿波罗尼斯圆这一概念研究点 B 的轨迹。 
思考完以上五个例题，我们发现掌握好阿波罗尼斯圆这一数学模型对于解决求几何图形面积最大值、

传统解析几何、立体几何以及平面向量等常见的数学问题都具有很大帮助。相信学生在一步步调用阿氏
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圆这一数学模型来解决现有的数学问题的同时，也会对阿氏圆所蕴含的数学思想以及应用价值有更深刻

的理解。 

5. 反思与建议 

5.1. 前提——史学形态转化为教育形态 

数学史融入数学教育的前提条件是将数学史由历史学的形态转换成教育的形态，让学生能够容易接

受和喜欢，也是最重要的一步。教材中一般不选择直接使用最原始的数学史料，要让学生容易接受和喜

欢，则必须要改变数学史料枯燥乏味、晦涩难懂的状态，用学生喜闻乐见和易于理解的形式呈现出来。 

5.2. 提升教师的数学史素养 

数学史融入数学教育的过程是数学史从史学的形态走向教育的形态的过程，也是教师诠释、设计、

加工、实施和再创造数学的过程，因此教师是数学史融入数学教育的执行者[9]。为了有效地将数学史融

入数学教育，一定要提升教师的数学史素养。教师必须了解数学的基本发展史，要全面地、充分地认识

数学史的教育作用，科学地选择适合学生学习需要的数学史料和教学方式。 

5.3. 重视数学史教育资源库的建设 

除编写教材外，还要加强数学史教育资源数据库的建设，数学史教育资源主要包括数学史相关文献，

视频资源，数学史料网站链接和参考书目等。数学史教育资源数据库的建立使教师更容易收集和查找资

源，有利于教师教学过程的设计和处理，为数学史融入数学教育提供了保障。 
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