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摘  要 

数学分析是集科学性、严密性、连贯性于一体，其丰富的内容和精深的思想为后续各学科理论学习提供

了坚实的基础。本文利用数学分析思想和方法解答高等代数和解析几何中的一些典型例题，对比求解方

法的难易程度，探讨不同的解题方法和思维方式。这样不仅有利于提高教师的教学和研究水平，而且能

够提高学生综合解题能力。 
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Abstract 
Mathematical analysis has scientific, rigour and coherence. Its rich contents and profound think-
ing provide a solid foundation for the follow-up theoretical study of various disciplines. In this 
paper, we will focus on the applications of mathematical analysis method in higher algebra and 
analytic geometry and compare different methods in order to explore the thinking way. It can help 
improve teachers’ teaching level and increase students’ ability to solve problems. 
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1. 引言 

高等代数和解析几何不仅是大学数学专业的两门重要基础课程，而且广泛应用于生物、信息、工程

等科学领域，已经成为现代科技必备的基础知识。高等代数的特点是内容抽象，方法独特，蕴含着更多

的解题严密性和解题技巧。解题几何以空间解析几何为主体内容，通过向量建立坐标系，用代数的方法

研究几何对象及几何对象之间的关系。高等代数课程内容包括多项式、行列式、线性方程组、矩阵、二

次型、线性空间、线性变换、欧几里得空间、λ-矩阵等；解析几何主要研究二维实空间中的直线与二次

曲线、三维实空间中的平面与二次曲面、空间曲线和空间曲面的位置关系、平移变换和旋转变换等。虽

然这两门课程的主要内容和解题方法都有些差异，但它们之间仍存在密切的联系。部分教材将高等代数

和解析几何两门课程融合起来，作为一门数学类专业的重要课程，既是中学代数与几何的延展和提升，

又是学习近代数学的基础。将代数和几何结合起来讲授，强调代数为几何提供研究方法，几何为代数提

供直观背景。 
数学分析标志着数学从常量到变量的转折，也是思想方法上的一次变革。它通过运动变化的过程认

识客观事物的本质。数学分析中常见的解题方法有定义法、定理法、构造法、递推法、辅助函数法等，

解题思想有数形结合思想、转化和化归思想等。本文主要通过典型例题，探讨数学分析方法和思想在高

等代数行列式的计算与证明、解析几何求解切线方程和切平面方程方面的应用，重点培养学生抽象思维、

逻辑思维、综合解题等能力，为大学数学专业的学习者拓宽视野，领悟分析思想博大精深的内涵。 

2. 数学分析方法在高等代数解题中的应用 

2.1. 行列式的计算 

行列式是线性方程组理论的一个重要组成部分，也是一种重要的数学工具。求行列式的值是高等代

数中的一个重要内容，主要方法有定义法、性质法、降级法、化为三角形行列式的方法、化为范德蒙德

行列式的方法、递推法、加边法、拆项法、数学归纳法等[1]。对于结构较为复杂的行列式，往往计算量

很大。为了减少计算量，下面提供一种将函数求导运算和化上三角形行列式法相结合的解析方法。 
例 2.1 设 a, b, c 是常数，计算行列式 

( ) .
2 3 2 4 3 2
3 6 3 10 6 3

a b c t
a a b a b c a b c t

D t
a a b a b c a b c t
a a b a b c a b c t

+ + + + + +
=

+ + + + + +
+ + + + + +

 

解：由行列式求导法则得， ( )

1
1

0
2 3 2 1
3 6 3 1

a b c
a a b a b c

D t
a a b a b c
a a b a b c

+ + +
′ = =

+ + +
+ + +

。因此，由拉格朗日中值定理有 
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( ) ( ) 4

0

0 .
2 3 2 4 3 2
3 6 3 10 6 3

a b c
a a b a b c a b c

D t D a
a a b a b c a b c
a a b a b c a b c

+ + + + +
= = =

+ + + + +
+ + + + +

 

由上面的例子可以看出，对于某些结构复杂的行列式，用解析的方法求解便于抓住问题的实质。引

入函数后利用导数求解，不仅减少了计算量，而且具有一般性，因为这种方法对于纯数字型行列式的计

算也适用。举例来看，计算行列式 

1 3 3 3
2 1 3 3

.
2 2 1 3
2 2 2 1

D
−

=
− −
− − −

 

不妨设函数 

( )

3 3 3
2 3 3

,
2 2 3
2 2 2

x
x

D x
x

x

−
=
− −
− − −

 

则所求为 ( )1D 。进而通过求导和积分运算便能很快计算出结果。当然，行列式的阶数越高，这种解析方

法的优势就越明显。 

2.2. 行列式的证明 

矩阵是高等代数中一个主要的研究对象，基本内容有矩阵运算、几类特殊矩阵、矩阵可逆的条件、

伴随矩阵的性质、矩阵秩的一般性质、矩阵的分块运算、初等矩阵、矩阵的标准形等。下面的例子利用

取极限方法，将不可逆矩阵问题进行化归，进而解决某些行列式证明问题。  
例 2.2 设 A*是 n 阶方阵 A 的伴随矩阵，证明

1nA A −∗ = 。 
证明：当 A 为可逆矩阵时，有 nAA A E∗ = 。这里 nE 表示 n 阶单位阵。两边取行列式并由行列式的性

质得，
nA A A∗ = 。进而，两边除以非零数 A 可得

1nA A −∗ = 。 
当 A 为不可逆矩阵时，则存在 0δ > ，使得当 0 ε δ< < 时，矩阵 nA Eε+ 为可逆矩阵[2] [3]。从而由第

一段的证明有 ( ) 1n
n nA E A Eε ε∗ −+ = + 。注意等式两边皆是关于 ε 的连续函数。令 0ε +→ ，则有

1nA A −∗ = 。 
小结：上面的例子表明，高等代数中的某些典型问题用自身的方法求解可能很难，或者无从下手。

而运用数学分析的思想去讨论，问题迎刃而解。同样的方法可以证明以下结论： 
1) 设 A 是 n 阶方阵 ( )2n ≥ ，则 ( ) 2nA A A

∗ −∗ = 。 

2) 设 A, B, C, D 是 n 阶方阵且 AC = CA，则
A B

AD CB
C D

= − 。 

例 2.3 [4] 求证在行向量长度有限的条件下，n 阶行列式 ijA a= 达到最大值的行向量两两相交。 
分析：表面上是高等代数问题，实际是一个 n n× 个变量的条件极值问题，自然想到数学分析中的拉

格朗日乘数法。 

证明：根据行向量长度有限这一条件，对于任意 1,2,i n=  ，设 2

1

n

ij i
j

a t
=

=∑ 。记 ij∆ 为 ija 的代数余子式，

且 
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2 2
1 1 1

1 1
.

n n

ij j n nj n
j j

L a a t a tλ λ
= =

   
= − − − − −   

   
∑ ∑

 

从而对函数 L 求导并令之为零，可得 n n× 个等式 

2 0.
ija ij i ijL aλ′ = ∆ − =  

上式两边乘以 kja 并求和可得 

1 1
2 0.

n n

kj ij i kj ij
j j

a a aλ
= =

∆ − =∑ ∑  

显然，当 k i≠ 时，
1

0
n

i kj ij
j

a aλ
=

=∑ ；当 k i= 时， 2 0i iA tλ− = 。因此，当 A 达到最大值时有 0iλ ≠ 。进而对

于任意 k i≠ ，有
1

0
n

kj ij
j

a a
=

=∑ ，即行向量两两相交。 

每一门数学学科都有其特有的数学思想和方法。但是以上例子表明在高等代数中正确应用数学分析

方法，既可以有效提高高等代数的教学质量和教学效率，又可以从高等数学学习中获得乐趣。 

3. 数学分析方法在解析几何解题中的应用 

著名数学家、数学教育家乔治·波利亚说过：“解题可以是人的最富有特征的活动，假如你想要从

解题中得到最大的收获，你就应该在所做的题目当中去找到它的特征，那些特征在你以后求解其他问题

时，能起到指导作用。”下面通过一些具体例子，介绍数学分析，特别是微分运算在解析几何中求距离

和切平面问题的应用。 

3.1. 距离问题 

例 3.1 在抛物线 2 2 1y x x= − − 上求一点，使它到原点的距离最小，并求出最小值。 
解：设 ( ),P x y 是抛物线上一点，则到原点的距离为 ( )22 2 2 2 2 1OP x y x x x= + = + − − 。不妨设

( ) ( )22 2 2 2 1f x OP x x x= = + − − ，则 ( ) 4 3 24 3 4 1f x x x x x= − + + + 。因此， 

( ) ( )3 2 1 3 1 34 12 6 4 4 2 .
2 2

f x x x x x x x
  + −′ = − + + = − − −    
  

 

令 ( ) 0f x′ = ，得 1 2x = ， 2
1 3

2
x +
= ， 3

1 3
2

x −
= 。进一步求 f 二阶导数判断符号可得，抛物线上点

1 3 3 2
2 2

 − −
  
 

， 到原点的距离最小，最小值为
11 6 3

4
−

。 

小结：函数观点下的解析方法解题起到了化繁为简的效果，显然这一方法对于空间解析几何中的点

到直线的距离问题也适用。本题目是曲线求最值问题，也可以转化为二元函数 ( ) 2 2,g x y x y= + 在条件
2 2 1 0x x y− − − = 下的最小值问题，进而利用拉格朗日乘数法求解。设拉格朗日函数 

( ) ( )2 2 2, , 2 1 .L x y x y x x yλ λ= + + − − −  

从而求导后得稳定点，进一步验证稳定点是否为极值点即可。 
解析几何中除了两点间距离和点到直线的距离外，主要的距离度量还有点到平面的距离、异面直线

间的最短距离、两平行平面间的距离和两平行直线间的距离等。从不同的角度分析问题，便会得到不同

的解法。例如，点面距离可以直接套用公式，可以用垂足法，当然也可以用拉格朗日乘数法等等。在教
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学中，采用一题多解能够活跃数学思维，开发创造灵感。 

3.2. 方程问题 

在高等数学的学习中，求曲线的切线方程和曲面的切平面方程是必须掌握的知识，但对于初学者掌

握起来有一定的难度。随着学习的不断深入，掌握的工具越来越多，我们可以利用更简洁的方法解决这

类问题。 

例 3.2 求过椭圆
2 2

2 2 1x y
a b

+ = 上一点 ( )0 0,x y 的切线方程。 

分析：本小题类型为过曲线上一点求切线方程。常规的方法是设点斜式直线方程，与椭圆方程联立

消元得到一个一元二次方程，然后利用判别式为零求出斜率，最后写出切线方程。但常规方法的不足之

处在于计算量比较大。注意到导数的几何意义是切线斜率，所以下面用导数法求曲线的切线。 

解：将
2 2

2 2 1x y
a b

+ = 两边对 x 求导，可得 2 2
2 2 0x yy
a b

′
+ = 。因此，

2

2
b xy
a y

′ = − 。从而过 ( )0 0,x y 的切线斜率

2
0

2
0

b xk
a y

= − 。因此切线为 

( )
2

0
0 02

0

.b xy y x x
a y

− = − −  

注意到
2 2
0 0
2 2 1x y

a b
+ = 。故切线方程整理得 0 0

2 2 1x x y y
a b

+ = 。 

导数的几何意义使得分析与几何完美结合，通过切线实现了二者融合。在解析几何中，我们经常会

遇到求二次曲面的切平面方程问题。[5]给出了求切平面方程的公式，而下面的例子将借助数学分析中的

隐函数定理求解切平面方程问题，具体方法可以参考[6]。 
例 3.3 求二次曲面 ( ) 2 2 2, , 4 4 4 2 2 2 18 0F x y z x y z xy xz yz x y z≡ + + − − − + + + + = 在点 ( )0 1,2,3P 的切平

面方程。 
解：由于方程 ( ), , 0F x y z = 在点 0P 的某邻域内满足隐函数定理的条件，因此 ( ), , 0F x y z = 在 0P 处的

切平面方程为 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1,2,31,2,3

3 1 2 .
1,2,3 1,2,3

yx

z z

FF
z x y

F F
− = − − − −  

整理得 8 5 2 24 0x y z+ + − = 。 
解析几何作为高等师范院校数学专业的基础课程，它的学习对学生今后从事中学数学教学具有指导

作用。因此，解析几何课程的核心在于让高师学生除了接受学术形态的数学知识，也要接受足够充分的

教育形态的数学知识。数学分析方法的运用无论对基础数学的教学和研究，还是对未来数学教育工作者

都具有重大意义。 

4. 结束语 

本文通过一些例题介绍了数学分析方法和思想在高等代数与解析几何解题中的应用。利用微分学的

方法求解代数和几何中的问题，可以改变一些题目的解题方式，拓宽解题思路，训练思维的灵活性、敏

捷性和创新性，提高分析问题和解决问题的能力，并能体验学科交叉的应用。一方面，数学分析的求解

技巧还有很多，比如应用拉格朗日中值定理研究曲线试题，微分与积分运算处理多项式问题，无穷区间

上的广义积分解决二次型问题等[7] [8]，本文的例子仅仅起抛砖引玉之用。另一方面，作为连接初等数学
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与高等数学的桥梁，数学分析在大学数学后续学习中也有广泛的应用，如概率论、物理学等。在学习的

过程中，只有注意各学科不同思想和方法的相互渗透，借鉴彼此的手段解决自身问题，学习者掌握的知

识才不是孤立或者零散的片段，掌握的方法也不再是刻板的套路，而是系统的灵活的方法。 
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