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摘  要 

HPM视角下的数学教学的基本方法就是借鉴历史、重构历史、追求自然的发生教学法。“可视化”是指

通过可以觉察的视觉方式将思维进行外化呈现的方式。在教学中，通过可视化的载体建构模型，结合学

生的认知结构，促进学生形成清晰明确的知识结构。本文从HPM的视角下重新对球的体积内容进行整合，

以可视化的方式呈现，探索符合学生认知规律且顺应球的体积历史发展规律的教学设计并付诸于教学实

践，采用借鉴、重构历史的方式，让数学史自然而然地融入到球的体积的教学过程中去。 
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Abstract 
The basic method of mathematics teaching from the perspective of HPM is to draw on history, re-
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construct history, and pursue the occurrence of nature. “Visualization” refers to the way in which 
thoughts are externalized through perceptible visual means. In teaching, through the visual carri-
er construction model, combined with students’ cognitive structure, promote students to form a 
clear and definite knowledge structure. This paper re-integrates the volume content of the ball 
from the perspective of HPM, presents it in a visual way, explores the teaching design that con-
forms to the laws of students’ cognition and conforms to the historical development law of the vo-
lume of the ball, and puts it into teaching practice, and adopts the method of borrowing and re-
constructing history, so that the history of mathematics can be naturally integrated into the 
teaching process of the volume of the ball. 
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1. 引言 

《普通高中数学课程标准(2017 年版 2020 年修订)》中提出了六大数学学科核心素养，并指出在数学

核心素养培养过程中要注重数学文化的渗透；并要求教师在教学中应有意识地结合相应的教学内容，引

导学生了解数学的发展历程，感悟数学的价值[1]。数学史融入数学教学的研究是数学教学研究的重要组

成部分，是 HPM (History and Pedagogy of Mathematics，数学史与数学教育)领域的重要方向之一[2]。 
HPM 视角下的数学教学的基本方法就是借鉴历史、重构历史、追求自然的发生教学法[3]。本文从

HPM 的视角下对球的体积内容进行整合，探索符合学生认知规律且顺应球的体积历史发展规律的教学设

计，采用借鉴、重构历史的方式，让数学史自然地融入到教学过程中去。 

2. 可视化教学的内涵 

“可视化”来源于英语“visualization”，是指通过可以觉察的视觉方式将思维进行外化呈现的方式。

在教学中，往往通过可视化的载体建构模型，结合学生的认知结构，促进学生形成清晰明确的知识结构。

教师可以为学生呈现直观化的知识，使得学习内容艺术化，加深学生对知识的掌握程度；通过对学生学

习数据的分析，优化“教”的过程，为学生提供个性化的指导；将其作为一种评价学生的手段，进行总

结性评价和过程性评价[4]。 
尽管不同的学科对“可视化”有着不同的理解，其实质都是通过深入浅出的方式，用更加直观的手

段，帮助人们理解事物的本质和事物之间的联系。可视化教学在历经传统教学时代的板书、信息时代的

幻灯片，到如今的网络媒体时代，其内涵、环境、模式等都已发生变化。归根结底，可视化教学的任务

始终是将抽象的教学内容具体化，将相应的教学活动内化为学习者认知结构。 

3. HPM 视角下的可视化教学设计 

立体几何主要研究现实世界中物体的形状、大小与位置关系，学生通过探索和认识空间几何体的结

构特征以及对基本图形位置关系的判定、性质的探索，获得立体几何知识，发展几何直观、空间想象和

逻辑推理能力，提升直观想象素养。直观性与形象性是可视化教学的最大特点，这与立体几何的教学目
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标不谋而合。 
从知识上讲，球是一种高度对称的基本空间几何体，同时它也是进一步研究空间组合体结构特征的

基础；从方法上讲，提供另外一种求空间几何体体积的思想方法;从教材编排上，更重视学生的直观感知

和操作确认，为螺旋式上升的学习奠定基础。课程标准中指出，学生要知道球的体积公式，能用公式解

决简单的实际问题。在教学提示中特意指出，教师可以使用信息技术、探究活动、几何学发展的历史资

料等合理安排教学。因此，球的体积公式的教学“可视化”，将结合球的特殊性、高中生的特点以及课

程标准的培养目标，从教学目标、教学内容、教学过程等三个方面展开。 

3.1. 教学目标可视化 

根据高中生的培养定位以及年龄特点，教学目标的可视化是让学生快速、明确地理解学习目标，提

前进入学习状态的有效教学手段。HPM 不仅可以为教学目标的设计指明方向，其真实性也可为教学目标

的合理性提供参照标准[5]。通过创设数学史的问题情境，采用 GeoGebra 软件展示图象的形成过程，让

学生在情境中产生疑问，使教学目标可视化，让学生提前感受球的体积的“模样”，明确这门课最终要

完成的学习任务，带着任务去推导公式，让教和学都可以有的放矢。 
教学目标即是“学习目标”，完成目标的第一步是找出《九章算术》中的错误结论，理解牟合方盖

的设计过程；第二步是掌握祖暅原理的实质，利用祖暅原理构造新的几何体，体会用已知探索未知的思

想；最终通过利用图形理解和解决球的体积问题，建立数与形的联系。掌握球的体积公式及其推导过程

作为本节课的重要目标，学生在进行球的体积公式的推导时，需要掌握以下几个知识点：理解祖暅原理

的实质——几何体在同高处的截面积相等，熟悉柱体、锥体的体积公式并构造新的几何体。在此过程中，

合理渗透数学史，小组成员之间通力协作推导球的体积公式，培养空间想象能力和逻辑推理能力，发展

逻辑推理素养和直观想象素养。 

3.2. 教学内容可视化 

本节内容出自人教 A 版普通高中数学教科书必修二第八章立体几何初步第三节简单几何体的表面积

和体积[6]。考虑到授课班级学生为高中生，如果采用普通的讲授方式，如直接告知学生球的体积公式，

势必收效甚微，不仅无法让学生理解公式的由来，甚至会引起学生反感。因此，针对高中生已有的认知

结构和知识结构，对于球的体积公式的推导过程采用视听、实践两个“可视化”步骤，收效显著。 
理论知识的“可视化”，是实现教学目标的第一步，同时，它也是将教学内容与课程标准相对接的

关键一步。视听，即利用网络媒体和 GeoGebra 软件，选取动画和声音相结合的视频资源，将《九章算术》

中的结论、牟合方盖可视化，利用动态几何画板软件操作将祖暅原理可视化，生动地展现球的体积的发

展过程，契合学生的兴趣点。 
在实践教学方面，动手操作是球的体积公式“可视化”教学的实现方法之一。由于在操作过程中，

学生会有一定困难，因此，GeoGebra 软件本身作为可视化媒介，对于知识的呈现起到至关重要的作用。

教师通过几何图形截面面积的变化，提示学生学会观察面积关系，结合柱体、椎体的截面面积变化特征，

发现同高处的球体、柱体、锥体的面积关系。为验证学生是否理解到位，在“实践”步骤，通过学生小

组合作利用柱体、椎体去构造新的几何体，考查学生是否能将球体、柱体、椎体的体积联系起来，从而

验证“视听”步骤的有效性。通过观察学生的操作过程，以此判断其对祖暅原理的实质模糊的地方，教

师进一步启发，加深学生对祖暅原理的理解。学生将未知的球体转化为已知的几何体，直观感知祖暅原

理的实质，感受数形统一的辩证性，感悟转化的数学思想，发展直观想象素养。 
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3.3. 教学过程可视化 

可视化教学依托视觉表征优势，借助于图像、动画等视觉符号将数学对象进行封装，相比文字符号

等更形象、更直观、更富有表现力。教学过程可视化，即将教学过程转化为学生的学习过程，通过学生

每个环节的学习情况，将学习成果可视化，从而实现每一个过程的学习目标。 
复杂的数形关系和多变的几何位置关系是本节课学习的一大难点，因此需要构建动态联系的视觉化

情境，让学生在动态演示中找寻规律。在理解刘徽所设计的牟合方盖时，仅用语言表述“当一正立方体

用圆柱从纵横两侧面作内切圆柱体时，两圆柱体的公共部分就叫牟合方盖”，学生会不明所以，若利用

GeoGebra 软件中的 3D 绘图区将立体图形进行动态呈现，构建“所见即所得”的学习情境，形成数学“可

见形式”与“抽象形式”的联系通道。如图 1 所示，利用软件实现从静态到动态的转化，不仅有助于学

生认识“牟合方盖”，更可有效推进球的体积的深度学习。 
 

 
Figure 1. Visual presentation of the square cover 
图 1. 牟合方盖的可视化呈现 

 
在对祖暅原理进行可视化呈现时，3D 绘图区的立体图形帮助学生对球的体积与圆柱、圆锥的体积关

系整体把握，利用平面视图中的数值刻画可以使学生观察入微，如图 2 所示，通过“启动动画”操作按

钮将祖暅原理中“几何体在同高处的截面积相等”的实质可视化，不仅有效突破本节课的教学难点，亦

可有效推进“幂势既同，则积不容异”的深度学习。 
 

 
Figure 2. Visual demonstration of Zu Wei’s principle 
图 2. 祖暅原理的可视化演示 
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4. HPM 视角下的可视化教学实践 

4.1. 设计思路 

球是一种高度对称的空间几何体，是高中数学中研究空间组合体结构特征的基础，在实际生活中有

着广泛的应用。教材中利用“极限”的思想推导出球的体积与表面积公式，在探究与发现中介绍了祖暅

原理。祖暅原理不仅可以让学生理解柱、锥、台的体积为何与侧面形状无关这个问题，还可以用来推导

球的体积公式，学生更易理解球的表面积公式的推导。因此，本设计将改变原有的课时安排，单独用一

节课来介绍球的体积公式推导的发展历程，学生们可以理解数学家们的思想，对空间几何体的体积有更

深层次的理解。教学设计流程如图 3 所示。 
 

 
Figure 3. Instructional design flow chart 
图 3. 教学设计流程图 

 
第一，创设情境，铺垫引入。针对本节课的内容，利用生活实例设置情境引入新课，培养学生发现

问题、解决问题的能力，渗透“实践第一”的思想。 
第二，问题引领，探究新知。在给出《九章算术》中球体积的相关公式后，如表 1 所示[7]，引导学

生探究球的体积公式是有误差的，请学生帮古人修正公式中的系数。 
 

Table 1. Conclusion of Chapter 9 Arithmetic 
表 1. 《九章算术》的结论 
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刘徽根据由已知立体解决等高的未知立体的体积的思想设计出牟合方盖[8]，如图 4 所示。 
祖暅从计算“牟合方盖”的体积来突破，推导出球的体积公式[10]。在推导公式时，分解问题、针对

引导、及时概括，让学生发挥空间想象能力，构造新几何体，如图 5 所示。利用 GeoGebra 软件可视化演

示，帮助学生理解“几何体在同高处的截面积相等”，有效突破本节课的教学难点。 
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Figure 4. The formation process of the square cover 
图 4. 牟合方盖的形成过程 

 

 
Figure 5. The process of constructing new geometry 
图 5. 构造新几何体的过程 

 
第三，公式应用，课堂练习。以层层递进的例题设计为学生的思维搭架子，学生可体验应用球体积

公式解决问题的乐趣。 
第四，知识梳理，课堂小结。让学生思考梳理与总结归纳，对本节课的知识与思想方法有更好的理

解和认识，如图 6 所示。 
 

 
Figure 6. Lesson summary 
图 6. 课堂小结 

 
第五，知识拓展，课堂延伸。给喜欢思考的学生留下问题，学生可以体会物理数学的相互支撑促进

作用，体验课改中学科整合的思想。 

4.2. 教学效果分析 

数学史是数学教学的指南[9]。本节课将数学史渗透于球的体积公式的推导过程，使球的体积公式的

教学自然发生，学生可以感受新知建构过程及其应用价值，体会数学文化的博大精深与数学思想的深邃，

发展数学核心素养。 
实践证明，利用可视化工具将数学史融入数学课堂教学，学生更容易认识公式发展的来龙去脉，感
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受到球的体积公式是历史发展的产物。通过《九章算术》、牟合方盖、祖暅原理推导出球的体积公式，

学生从中体会到数学知识的起源与发展，构建“知识之谐”。学生合作探究发现《九章算术》中的错误

结论，营造“探究之乐”，借助圆柱与圆锥推导出球的体积公式，利用动态几何画板可视化对其进行验

证，彰显“方法之美”。学生经历公式的推导过程，培养逻辑推理和直观想象素养以及创新意识，实现

“能力之助”。通过球的体积公式的历史源流、不同时空数学家的贡献，展示了数学的“文化之魅”。

球的体积公式经历缓慢而艰辛的产生和发展过程，既有助于学生树立动态的数学观，又揭示了公式背后

所蕴含的数学家的理性精神，达成“德育之效”。 

5. 结论与建议 

本研究从学生的认知起点出发，借鉴并重构球的体积公式的发展历史，凸显其发生发展过程，将抽

象的立体图形可视化呈现，使学生在知识结构中建立形与数的动态联系，发展数学核心素养。经过可视

化加工后的数学内容生动形象、浅显易懂，可以促进学生的数学理解，但可视化只是手段和工具，重要

的是从促进学生对数学本质的理解和数学思想方法的感悟角度去实施可视化。因此，以课本内容为基础，

以课程标准为指南，借鉴并重构数学史，在最近发展区内扩展学生学习的边界，才能真正实现高阶思维

的发展。 
此外教师需注意，真正影响教学效益的，并非可视化技术本身，而是可视化技术、数学内容、教学

方法的融合。因此教师需要充分考虑具体内容的教学及课堂情境，围绕可视化技术与知识的发展史来设

计，从促进学生的学、促进学生对数学本质的认识和数学思想方法的感悟出发去设计和实施教学，实现

深度学习的目标。 
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