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摘  要 

教育以立德树人为根本任务，概念教学应当思政化。APOS理论将数学概念学习分为四个阶段：操作、过

程、对象、图式。本文以信息技术为助力，以APOS理论为基础，以课堂思政为要素，以弧度制教学为例，

设计了4个阶段：操作阶段——雨课堂助力课前；过程阶段——GGB助力探究；对象阶段——立志而圣、

化曲为直；图式阶段——体会数学之美，从而在信息技术支持下，实现了课堂思政化，润“生”细无声。 
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Abstract 
The fundamental task of education is to cultivate morality and cultivate people, and concept teach-
ing should be ideological and political. APOS theory divides mathematical concept learning into four 
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stages: operation, process, object and schema. With information technology as the assistance, APOS 
theory as the foundation, classroom ideological and political education as the element, and curved 
teaching as an example, four stages were designed: the operation stage—rain classroom assistance 
before class; Process stage—GGB assisted exploration; Object stage—aspire to be holy and trans-
form the melody into straightness; Schema stage—experiencing the beauty of mathematics. Thus, 
with the support of information technology, the ideological and political ideology in the classroom 
can be realized and the moral quality of students can be subtly affected. 
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1. 引言 

动态几何软件如：几何画板、GeoGebra 等跟踪、迭代、滑动条等功能可以有效的提升教学效果，更

好的实现课堂思政化。传统的概念教学有两种方式：概念形成和概念同化。概念反应了事物的本质属性，

对于本质的揭露和理解必然是逐步达成的。而 APOS 理论呈现了概念建构的层次性，逐步深入建构起完

整的图式。 
弧度制作为高中数学中的基础性概念，是针对角的一种新的度量制。课标中明确提出让学生体会引

入弧度制的必要性[1]。然而，许多师生对其引入的必要性存在误解[2]，这些误解在弧度制教学的课堂上

几乎比比皆是，主要集中在：角度制下的度量值所采用进制是否是 60 进制，三角函数概念是否必须以弧

度制为前提才能满足高中函数的定义[3]。其实，角度制与弧度制的对比如表 1 所示[4]。而为了让计算和

表现形式更简洁，现代数学在弧度制下研究三角函数。 
 

Table 1. Radians and angles 
表 1. 弧度制与角度制 

弧度制 角度制 

适用于高等数学 适用于初等数学 

简化了诸多公式 
(泰勒公式、微分公式、积分公式等) 

 

 
有关弧度制教学的研究更多的注重数学史的融入[5]，而对信息技术的使用仅限于其基本功能[6]，没

有深挖其跟踪功能和迭代功能，也没有融入课堂思政。 

2. APOS 理论、信息技术的应用以及思政的融入 

2.1. 信息技术 

高中数学相对初中数学、小学数学具有更高的抽象性，更大的综合性，更强的复杂性。概念教学可

分为课前、课中、课后三个环节，如表 2 所示。 
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Table 2. The use of information technology 
表 2. 信息技术的使用 

课前 课中 课后 

课前预习， 
回顾知识， 
阅读材料。 

数形结合 
化静为动 

课后讨论 
完成小组作业 

雨课堂的发布试题功能 几何画板和 GeoGebra 等 
跟踪、迭代、滑动条等功能 

雨课堂的线 
上讨论功能 

2.2. APOS 理论 

美国数学教育家杜宾斯基 EdDubinsky 认为学生对于数学概念的心理建构都会经历四阶段[7]，如图 1，
这就是“APOS 理论”。在这四个阶段中，教学可以逐步深入，最终建构起完整的概念图式。 
 

 
Figure 1. The APOS theory 
图 1. APOS 理论图 

2.3. 课堂思政 

教育教学应当围绕着“立德树人”而展开，思政要素和知识技能、数学活动、素养的培养必须自然

的融入到一起，在汲取知识的同时，获得精神力量。概念教学也要课堂思政化，润“生”细无声。在弧

度制正负角的学习中，引导学生树立正确的人生航向，在图式阶段，通过两种度量值下公式的对比，体

会数学之美的同时，引导学生简洁纯粹，服务人民。 

3. 弧度制概念教学设计 

3.1. 操作(Action)阶段——雨课堂助力课前 

教师通过雨课堂发布阅读材料古希腊偏心轮模型问题[8]，如图 2 所示。 
 

 
Figure 2. The eccentric wheel model 
图 2. 偏心轮模型图 
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因为太阳一直在绕点 O 进行匀速圆周运动，所以从地球上来看，它相对于地球而言的位置是不同的，

整个空间随着太阳的这种运动可以被分成四个不同的象限。古希腊人通过观测和计算得出了弧 HH ′和弧

II ′的准确长度。并利用托勒密所制作的弦表(如表 3)求出了偏心轮模型中地球 E 与太阳旋转中心 O 的距

离。弦表是在半径固定的前提下制作得到，其中所有数据也都是采用的 60 进制。让学生小组合作完成如

下三个小任务：1) 给出求 OE 的思路；2) 谈谈计算的困难之处；3) 请查阅资料谈谈在弧的度量方面，

阿耶婆多和欧拉在托勒密之后，做了哪些“火热的发明”。 
 
Table 3. Part of the string table made by ptolemy 
表 3. 托勒密所制的部分弦表 

弧长/  ̊ 对弦长/  ̊ 弧长/  ̊ 对弦长/  ̊

0.5 0; 31, 25 6 6; 16, 49 

1 1; 2, 50 47 47; 51, 0 

1.5 1; 34, 15 49 49; 45, 48 

2 2; 5, 40 72 70; 32, 3 

2.5 2; 37, 4 80 77; 8, 5 

 
学生 1：先利用弦表，由弧长可得弦 OL 和弦 LE 的长度。最后，在△OEL 中，利用勾股定理求解。 
学生 2：六十进制下，数值的计算较繁难。 
师：今天我们来学习度量角的另外一种方式。请大家计算圆心角 30α = �时，不同半径下的弧长 l，

完成表 4。 
 
Table 4. Calculated arc length 
表 4. 计算弧长 l 

30α = �  1r =  2r =  3r =  

l    

 
学生完成表格。 
设计意图：通过“操作阶段”学生可亲身感受弧度制概念的天文学背景，以及六十进制下，数值的

计算的繁难。借助课前的阅读材料，初步通过弦表明白半径固定时，弧长和弦长可以对应起来。进而，

可以转化为半径固定时，角的大小与弦长可对应。通过填写表格，发现角的大小、弧长与半径三者之间

的紧密联系。 

3.2. 过程(Process)阶段——GGB 助力探究 

师：请大家观察表格，发现了什么规律？ 

生：角α 确定时，r 越大，l 越大，此时，
l
r
是定值。 

追问：那么是否
l
r
只和α 有关呢？ 

师生活动：教师借助 GeoGebra 软件，设置半径的滑动条[8]，选中角所对弧的“显示轨迹”，如图 3

所示，让学生直观的看到，角α 确定时，其所对的弧长随半径的变化情况。从而猜想：
l
r
只和α 有关。 
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Figure 3. The ratio of arc length to radius 
图 3. 弧长与半径比值探究图 

 

追问：你能推理论证这个结论吗？ 

生：借助初中所学的公式
180
n rl = π

可得，
180

l n
r
=

π
。 

设计意图：在“过程阶段”中，学生对之前所完成的表格进行思考，发现规律。学生通过观察表格，

猜想
l
r
是定值，后在 GeoGebra 环境下，反复改变半径大小，观察数(弧长与半径比值)以及形(圆弧、半径)

两方面的变化。学生观察→猜想→验证结论。 
师：在制定一种度量制时，需要选定 1 个单位作为度量标准，然后再用它度量其他的量。比如：角

度制下，周角被平均分成 360 份，选定其中 1 份作为 1 个单位，称为 1˚。度量长度时，选定 1 段长度作

为 1 个单位，称为 1 米。 
追问：我们是否可以利用刚才发现的圆心角所对弧长和半径之间的关系帮助我们去选定度量标准

呢？ 

生：我们可以选定 1l
r
= 时，弧所对的角是 1 个单位。 

教师顺势给出 1rad 的角的定义。 

3.3. 对象(Object)阶段——立志而圣、化曲为直 

3.3.1. 正负角探究——立志而圣则圣矣 
问题：弧度制下，在半径为 r 的圆中，弧长 2l r= 的圆心角的大小是多少弧度？弧长 3l r= 的圆心角

呢？长度 l kr= 的弧所对的圆心角呢？请依次回答。 
生：2 rad，3 rad，k rad. 
师：是否是这样呢？我们来看这两个角，如图 4，图 4 中的两个角所对的弧长都是半径的 2 倍，那

么他们都是 2 弧度吗？ 
 

 
Figure 4. Positive angle and negative angle 
图 4. 正负角探究图 
 

生：应该有所区分。 
追问：这两个角有什么区别？ 
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生：所属象限不同，左边的角可看做 OA 沿逆时针方向旋转而成，右边的角可看做 OA 沿顺时针方向

旋转而成。 

教师顺势给出
l
r

α = 的定义。 

师：图 3 中，左边的角是+2 rad，右边的角是-2 rad.我们可以看到：这两个角尽管大小的绝对值相等，

仅仅是因为终边旋转方向的不同，却产生了一个+2，一个−2,可见方向的重要性。人生亦是如此。立志极

为重要，一失足成千古恨，我们要把握好自己的人生航向。 
设计意图：“对象阶段”是对弧度制下角的弧度值赋予形式化的定义及符号，依据终边旋转方向的

不同定义正负角。利用几何画板激发学生的认知冲突，进而主动思索，从而帮助其剖析公式中的绝对值。

同时，自然融入思政要素——立志而圣则圣。 

3.3.2. 度量值的互化——化曲为直 
师：以后，我们在度量角的时候就既可以用角度制又可以用弧度制，那么它们之间有没有什么联系？ 
生：必然有联系。 
追问：两种度量制之间的联系是什么？ 
师生活动：教师用动态几何软件呈现单位圆由曲变直的过程(如图 5)，帮助学生理解180 rad= π� 。在 

角度制下，对周角的度量过程是用圆周长自身的
1

360
作为一个单位去度量它自身，因此自然会得到 360 

份(度)，而在弧度制下，用半径 r 作为一个单位去度量圆周长 2 rπ ，因此自然而然得到 2π份(弧度)。因为

度量的对象是同一个，所以得到 360 份= 2π份， 360 2 rad= π� ， 

1 rad
180

180 rad
1801 rad 57.30

 == ⇒ 
 

π

π

π
 = ≈   

�

�
�

�

. 

 

 
Figure 5. Diagram of from curved to straight 
图 5. 由曲变直图 
 

设计意图：理解是学会互化的前提。张奠宙先生曾强烈反对，在数学教学中摒弃概念和符号的深刻

理解，而选择死记硬背、机械套用[9]。”采用 GeoGebra 软件，化静态的圆为滚动的圆，为展开的直线，

更好的呈现“化曲为直”。 
雨课堂发布如下例题。例 1：填写下表。 

 
度 0˚ 30˚ 45˚   67˚30' 

弧度    
3
π  

2
π   
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师生活动：完成仪表盘模型(图 6)。 
 

 
Figure 6. Diagram of the dashboard model 
图 6. 仪表盘模型图 

3.4. 图式(Scheme)阶段——体会数学之美 

3.4.1. 数学之美——简洁纯粹服务人民 
例 2：利用弧度制证明下列公式： 

1) l rα= ；2) 21
2

S Rα= ；3) 1
2

S lR= 。 

其中， ( )0 2α α< < π 是圆心角，R 是半径，S 是扇形面积，l 是扇形弧长。 
师：其实，在高等数学中，弧度制下的诸多公式同样的也会变得很简单。如：重要极限，泰勒展开

式等。如表 5 所示。 
 
Table 5. Formulas under different metric values 
表 5. 不同度量值下的公式 

度量制 弧长公式 扇形面积公式 重要极限 泰勒展开式 

角度制 
180
n rl = π  

2

360
n rS π

=  
0

sin 180lim
θ

θ
θ→

=
π

 
3 3 5 5

sin
3! 5!

C x C xx Cx= − + +�  

弧度制 l rα=  21 1
2 2

S r lrα= =  
0

sinlim 1
θ

θ
θ→

=  
3 5 7

sin
3! 5! 7!
x x xx x= − + − +�  

 
设计意图：“图式阶段”需要引导学生从整体上把握所学，将弧度制与初中所学公式、重要极限、泰

勒展开式建立紧密的联系。首先让学生在现有的基础上，自主学习，独立证明例 2。之后教师通过表 5，让

学生感悟数学简洁之美，领悟人生之道。 
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3.4.2. 小结升华——雨课堂线上讨论 
1) 本节课中，我们是怎样开展对弧度制的研究的？ 
2) 你如何理解180 rad= π� ？ 
3) 利用弧度制我们可以解决怎样的问题？ 
师生活动：在教师的合理组织，精心分组下，学生水到渠成般地自主总结所学。 

3.4.3. 布置作业——设计度量制 
个人作业：教材第 175 页练习 2、5 题；小组作业：设计一种新的度量制，可度量长度、面积或角。 

基金项目 

2022 年吉林省高等教育教改研究重点课题：信息技术与大学数学课堂深度融合的改革研究与实践

(JLJY202284029153)；2022 年吉林省高教学会科研课题：以学生为中心的数字化混合教学模式研究——

以大学数学课程为例(JGJX2022C50)。 
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