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摘  要 

并行计算作为数据科学与大数据技术专业的一门重要课程，以介绍各种数值并行算法原理为主要内容。

本文以卡茨马兹型算法为例，采用案例教学法，将几何元素融入到并行计算课程教学实践中，旨在帮助

学生能够更直观地理解卡茨马兹算法及其变种之间的联系，建立更牢固的知识结构。 
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Abstract 
Parallel computing, as an important course of data science and big data technology, mainly intro-
duces the principles of various numerical parallel algorithms. Taking Kaczmarz algorithm as an 
example, this paper uses case teaching method incorporated geometric elements into the teaching 
practice of parallel computing course, aiming to help students understand the relationship be-
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tween Kaczmarz algorithm and its variants intuitively, and build a more solid knowledge struc-
ture. 
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1. 引言 

数值并行计算为解决实际问题提供了有效方案，可进一步促进科学技术的发展和社会经济的进步[1]。
随着计算机硬件技术的发展，单个处理器的性能已经达到了瓶颈，而并行计算技术能够充分利用多个处

理器或计算节点的并行计算能力，提高计算效率。同时，数值并行计算也是计算科学和工程领域的重要

分支之一，对推动学科发展具有重要意义。此外，数值并行计算还可以促进不同学科之间的交叉融合，

推动学科的跨界发展[2]-[5]。 
线性方程组 Ax b=  ( m nA R ×∈ ， nx R∈ ， mb R∈ )的求解是并行计算课程的一个重要部分(见教材[6]

第五章)。当 m 和 n 很大时，卡茨马兹算法(Kaczmarz Algorithm)因其迭代格式简单、几何意义明显、理论

分析简洁，常被用来求解此类问题[7]。若用 T
ia 表示系数矩阵 A 的第 i 行， ib 表示右端项 b 的第 i 个分量，

其迭代格式在 1 个处理器上的代数表达式为 

( ) ( )
( )1T

1
2

k k
k

k

k
i ik k

i

i

b a x
x x a

a

−
− −

= + ，                            (1) 

其中迭代步数 1,2,k = ，行指标 1,2, ,ki m=  。 
考虑一般的形式，选取 ( )2m m ≥ 个处理器，可得多投影迭代格式 

( ) ( )
( )1T

1
2

1

1 km
k k i i

i
i i

b a xx x a
m a

−
−

=

 − = +
 
 

∑ 。 

经过简单计算可知， 

( ) ( )
( )

( ) ( )( )
1T

1 1 1T
2

1

1 1km
k k k ki i

i
i i

b a xx x a x A M b Ax
m ma

−
− − −

=

 − = + = + −
 
 

∑ ， 

其中对角矩阵 ( )21 iM diag a= ，此方法称为奇米诺算法(Cimmino Algorithm)。因而，奇米诺算法是卡茨

马兹算法的一种并行形式。 
几何解释。若按照顺序1,2, , ,1,2, , ,m m  依次选取行指标，则迭代向量 ( )kx 是 ( )1kx −

到超平面
ki

H 上

的正交投影。迭代过程如图 1 所示(以 6m = )，其中实心圆表示迭代向量，超平面 { }T
i i iH x a x b= = ，

1,2, ,6i =  ，超平面的交点表示方程组的解。 
几何解释能够与实际情境相联，学生通过视觉感知理解概念，这种直观性可以帮助学生对图形化的

抽象概念有更好的理解[8]。 
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2. 卡茨马兹算法及案例分析 

卡茨马兹算法及其变种具有明显的几何意义，本节将结合具体案例，将此类算法蕴含的几何元素融

入到教学实践中。 
 

 
Figure 1. Demonstration of the iterative process 
for the Kaczmarz algorithm 
图 1. 卡茨马兹算法的迭代过程演示 

2.1. 教学案例 

考虑用卡茨马兹算法求解下列线性方程组 

1

2

1 2 3
1 3 4
2 3 5

x
Ax b

x

   
    = ⇔ =           

。 

每个方程看作是一个约束条件，而求解线性方程组就是要找到一个满足所有约束条件的点 [ ]T1 1x∗ = 。 

2.2. 案例分析 

第一步：当 1k = 时，取行指标 1i = ，根据迭代公式(1)计算 

( ) ( )
( ) T0T

1 0 1 1
12

1 2

7 4
5 5

b a xx x a
a
−  = + =   

， 

其中初值向量 ( ) [ ]T0 2 2x = 。记 ( )0 2 2,X 和 1
7 4
5 5

,X  
 
 

，易验证 ( ) ( )1 1
1 22 3x x+ = ，说明 X1在第一个超平面 H1

上；同时， 0 1X X


与第一个方程的法向量 a1 共线，因而 X1 是 X0 在 H1 上的投影。此时误差为

( ) ( )1 0

2 2
0.447 1.414x x x x∗ ∗− ≈ < − ≈ 。 

第二步：当 2k = 时，取行指标 2i = ，根据迭代公式(1)计算 

( ) ( )
( ) T1T

2 1 2 2
22

2 2

71 43 
50 50

b a xx x a
a
−  = + =   

。 

记 2
71 43
0

,
5 50

X  
 
 

，易验证 ( ) ( )2 2
1 23 4x x+ = ，说明 X2 在第二个超平面 H2 上；同时， 1 2X X



与第二个方程的法
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向量 a2共线，因而 X2是 X1在 H2上的投影。此时误差为 ( )2

2
0.443 0.447x x∗− ≈ < 。 

第三步：当 3k = 时，取行指标 3i = ，根据迭代公式(1)计算 

( ) ( )
( )2T

3 2 3 3
32

3

T

2

881 496 
650 650

b a xx x a
a
−

= + =  
  

。 

记 3
881 496,
650 650

X  
 
 

，易验证 ( ) ( )3 3
1 22 3 5x x+ = ，说明 X3在第三个超平面 H3上；同时， 2 3X X



与第三个方程的

法向量 a3共线，因而 X3是 X2在 H3上的投影。此时误差为 ( )3

2
0.427 0.443x x∗− ≈ < 。 

引导学生发现规律：当 k 增大时， ( )kx 将不断趋近 x∗。上述计算利用具体的几何形状或者图形来演

示抽象的理论和概念，不仅将卡茨马兹算法的迭代过程可视化，也说明了卡茨马兹算法的收敛性。 
案例教学是一种实践性很强的教学方法，在向量序列 ( )kx 的计算中，学生掌握了卡茨马兹算法的基本

过程，提升了学生实际应用能力，也有助于学生将理论知识转化为实际操作的能力。教学过程中使用的案

例要求具有情节性或故事性，如卡茨马兹算法具有几何背景，在案例讲述中，学生更容易投入到学习中，

积极参与讨论和思考。在线性方程组的求解中，若按照不同方式选取行指标，要求学生对卡茨马兹算法的

收敛性进行评估，这种过程培养了学生的批判性思维，提升了学生的分析能力。本文采用的案例涉及到了

代数和几何等多个学科领域的知识，通过对交叉学科的学习和思考，有助于学生理解各学科知识的联系。

在共同分析案例、讨论解决方案、协调分工等教学实践中，学生的团队合作和沟通能力也得到了培养。 

2.3. 案例延申 

案例延申是对问题的深入探索，通过教师与学生的讨论，学生可以从不同的角度思考和理解新概念，有

助于培养学生创新思维和创新能力。按照“选择适当的案例”–“确定延申的方向”–“引导学生分析和讨

论”–“探索相关知识”–“总结和反思”等基本步骤进行案例延申，得到如下所述的松弛卡茨马兹算法。 
若在卡茨马兹迭代格式中引入松弛参数，即 

( ) ( )
( )1T

1
2

k
k k i i

i
i

b a xx x a
a

λ
−

− −
= + 。                           (2) 

当 1λ = 时，即为卡茨马兹迭算法，计算过程为正交投影；当 2λ = 时，计算过程变为反射运算，如图 2
所示(以 2m = 为例)，超平面的交点表示方程组的解。 
 

 
Figure 2. Demonstration of the iterative process 
for the reflection algorithm 
图 2. 反射运算的迭代过程演示 
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考虑第 2.1 节中的教学案例，当 1k = 时，取初值 ( ) [ ]T0 2 2x = ，以及行指标 1i = ，计算 

( ) ( )
( ) T0T

1 0 1 1
12

1 2

4 22  
5 5

b a xx x a
a
−  = + = −  

， 

由此可知， ( ) ( )( )1
T

0 7 4
5 5

1
2

x x  + =   
。易验证

7 4 2 3
5 5
+ × = ，说明 ( )0 2 2,X 和 1

4 2
5 5

,X  
 
 

− 的中点在第一 

个方程上，又因为 0 1X X


与第一个方程的法向量 a1共线，因而 ( )1x 是 ( )0x 关于 H1的对称点，即说明上述过

程是一个反射运算。 
以上步骤可以根据具体教学目标和案例特点进行灵活调整和组合，以实现最佳的教学效果。 

3. 基于卡茨马兹算法的延拓式教学 

延拓式教学旨在学生在已有知识基础上的延伸和拓展，促进学生对新知识的深入理解和应用，本节

将继续引导学生对卡茨马兹算法做进一步的学习。 
1) 知识评估。通过课堂或小组讨论、问答等方式评估学生对卡茨马兹算法的理解程度。 
2) 情境引入。引导学生思考如何对卡茨马兹算法并行化，这有助于激发学生的学习兴趣和提高学生

的学习动机。 
3) 总结规律。通过解释、示范、演示等方式对卡茨马兹算法进行总结，帮助学生理解和应用新知识。 
几何解释。首先将 ( )1kx −

依次投影到第 1, , pi i 个超平面
1
, ,

pi iH H ，分别得到 ( ) ( )1,1 1,, ,k k px x− −
 ；然后

取其平均值，得到下一个迭代向量 ( )kx 。迭代过程如图 3 所示(以 2, 2m t= = 为例)，超平面的交点表示方

程组的解。 
 

 
Figure 3. Demonstration of the iterative process 
for the Average Block Kaczmarz Algorithm 
图 3. 平均块卡茨马兹算法的迭代过程演示 

 

4) 循序善诱。通过理论分析与实践等方式，鼓励学生积极参与到学习中，探索和发现新知识，培养

学生的自主学习能力。 
若处理器个数为 p，选取系数矩阵 A 的第 1 2, , , pi i i 行，可得迭代格式 

( ) ( )
( )1T

1
2

1

1 t t
t

t

kp
i ik k

i
t

i

b a x
x x a

p a

−
−

=

 − = +  
 

∑ ，                         (3) 
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或等价地表示为 ( ) ( ) ( ) ( )( )1,1 1,2 1,k k k k px x x x p− − −= + + +
，其中 

( ) ( )
( )1T

1, 1
2

t t
t

t

k
i ik t k

i

i

b a x
x x a

a

−
− − −

= + ， 1,2, ,t p=  。 

此方法称为平均块卡茨马兹算法(Average Block Kaczmarz Algorithm) [9]。 
5) 组织讨论。以小组活动或实践任务的形式组织学生参与讨论，帮助学生共同探讨和应用延拓内容，

以第 2.1 节中的教学案例为例。 
第一步(1)：当 1k = 时，取行指标 1 1i = ， 2 2i = ，根据迭代公式(3)计算 

( ) ( )
( ) T0T

0,1 0 1 1
12

1 2

7 4
5 5

b a xx x a
a
−  = + =   

和 ( ) ( )
( ) T0T

0,2 0 2 2
22

2 2

8 4
5 5

b a xx x a
a
−  = + =   

， 

其中初值向量 ( ) [ ]T0 2 2x = 。 
第一步(2)：计算 

( ) ( ) ( )( )1 0,1 0,2
T15 8

10 10
1
2

x x x  = + =   
， 

以及误差 ( ) ( )1 0

2 2
0.539< 1.414x x x x∗ ∗− ≈ − ≈ 。 

第二步(1)：当 2k = 时，取行指标 1 3i = ， 2 1i = ，根据迭代公式(3)计算 

( ) ( )
( ) T1T

1,1 1 3 3
32

3 2

187 92
130 130

b a xx x a
a
−  = + =   

和 ( ) ( )
( ) T1T

1,2 1 1 1
12

1 2

37 19
25 25

b a xx x a
a
−  = + =   

。 

第二步(2)：计算 

( ) ( ) ( )( )2 1
T

1, 1,2 1897 954
1300 1300

1
2

x x x  = + =   
， 

以及误差 ( )2

2
0.531 0.539x x∗− ≈ < 。 

第三步：当 3k = 时，取行指标 1 2i = ， 2 3i = ，根据迭代公式(3)计算 ( )2,1x ， ( )2,2x 和 ( )3x ，计算过程与

上述类似，不再赘述。 
6) 反馈评价。及时提供反馈和评价，帮助学生了解自己的学习进展并指导学生进一步学习。例如，

若取 p m= ，即可得到引言中的奇米诺算法，因而说明平均块卡茨马兹算法也是卡茨马兹算法的一种并

行形式。 
7) 总结反思。在学习过程结束时，帮助学生总结所学内容，并鼓励学生将新知识应用到实际问题中，

例如，行指标的选取顺序对算法误差大小的影响；算法收敛速率的理论分析；若对系数矩阵的列做运算

应该如何设计算法。巩固学习成果、梳理思路、反思与启发可进一步深化学生对知识的理解和记忆，并

提高学生的学习成果转化能力。 

4. 小结 

几何解释在不同学科的案例教学中应用广泛，例如数学、物理、工程、生物等领域，几何都能提供

一种通用的语言和工具，帮助学生跨学科地理解和应用所学知识。几何解释往往能够激发学生的好奇心

和求知欲，因为几何化教学可以呈现出一些有趣的形态或者规律，促使学生更积极地参与到案例教学中，

并通过自己的思考和探索来深化对知识的理解。本文以卡茨马兹型算法为例，将几何元素融入到并行计
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算课程教学实践中，旨在帮助学生能够更直观地感受到卡茨马兹算法及其变种算法之间的联系，能够建

立更牢固的知识结构，并容易地将所学知识与实际问题联系起来。 
融入延拓式教学，深挖卡茨马兹型算法与逐次超松弛迭代法(参考文献[6]第五章)之间的联系是本课

程的一个研究方向，这有助于理解卡茨马兹型算法收敛速度、收敛条件、有效性等方面的性质；结合机

器学习和优化方法，可以进一步提高卡茨马兹型算法的性能，如利用机器学习技术来预测迭代过程中需

要更新的行指标，从而加速收敛过程。 
在教学实践中，及时更新教学资源，引入最新的研究成果，保持教学内容的前沿性是本课程的一个

改进内容。结合教学大纲，紧贴重点和难点，提取和整合具体的问题个案，如 Google 的网页排序模型计

算大规模矩阵的特征值和特征向量(参考文献[6]第六章)、拟合高维数据求解大规模线性方程组(参考文献

[6]第五章)等，建立一个具有一定关联性、典型性和真实性的案例库是本课程的另一个改进内容。 
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