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摘  要 

数学新课标越来越重视培养学生问题解决能力，目前我国学生数学知识掌握良好，仍然缺乏解题能力。

笔者通过对同一题目的两次教学实录进行对比分析，发现名师更注重利用波利亚的启发性提示语来培养

学生的元认知能力，提出了波利亚解题提示语的使用策略。 
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Abstract 
The new mathematics curriculum standard pays more and more attention to cultivating students’ 
ability to solve problems. At present, students in our country have a good grasp of mathematics 
knowledge, but still lack the ability to solve problems. Through the comparative analysis of the two 
teaching records of the same topic, it is found that the famous teachers pay more attention to the 
use of Polya’s enlightening prompts to cultivate students’ metacognitive ability, and the use strat-
egies of Polya’s problem-solving prompts are put forward. 
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1. 问题提出 

数学义务教育新课标和普通高中新课标，都把培养学生的问题解决能力作为重要的课程目标，并提

出了培养相关数学核心素养的一些教学建议[1] [2]。问题是数学的灵魂，涂荣豹教授认为教师教解题的重

点不在于只注重解题的结果，应更注重解题的过程，而解题过程是一种包含元认知的学习心理活动[3]。
波利亚是 20 世纪伟大的数学教育家，他的著作和解题思想具有划时代的意义，他在《怎样解题》中的“启

发性提示语”被教育者们广泛关注，并应用于中学数学课堂教学实践[4]。启发性提示语主要有认知提示

语和元认知提示语，认知提示语对认知活动进行提示，帮助学生对知识内容和具体信息进行加工[5]。如

什么是同解方程，三角形全等定理的判定条件是什么？等等；元认知提示语对元认知活动进行提示，有

助于学生调节和监控自身的认知活动，不提示具体知识，而激发学生思考。如你打算从哪里着手？问题

的关键是什么？有研究发现不少学生已经掌握了足够的数学知识和解题策略，仍然缺乏解题能力，实际

是因为学生元认知水平的差异[6]。 
如何提升学生解题中的元认知水平？波利亚提示语的核心价值在于其引导学生自主思考，通过提出

关键问题，激发学生的好奇心和求知欲，进而促使学生主动探索问题的解决方法。这种策略不仅有助于

提高学生的解题能力，更重要的是，它培养了学生的独立思考能力和创新精神。下面，首先介绍波利亚

解题思想，接着以解题案例教学实录对比的形式说明波利亚解题提示语对指导教师的教与学具有重要意

义，以及波利亚解题提示语的使用策略。 

2. 波利亚元认知提示语简介 
 

Table 1. Teaching and learning in problem-solving teaching 
表 1. 解题教学中的教与学 

学什么？ 教什么 

怎样解难题 教解题 

怎样解难题的方法 教解题技巧 

怎么找到解难题的方法 教解题中的元认知思维 

还有比方法更值得学习的 育人的价值观 

 
波利亚提示语是一种有效的解题策略，它通过引导学生主动思考、提出假设和猜想、提供多种解题

策略等方式来培养学生的问题解决能力和数学思维。其中，“怎样解题表”则较好地体现了波利亚解题

思想的精髓，在“怎样解题表”中，波利亚把数学解题分成了理解题目、拟定方案、执行方案、回顾四

个步骤，每一个解题步骤都包含了若干提示性问题，这些问题问的不是别人，而是解题者自己，是解题
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者在解题活动过程中的自我意识、自我监控、自我调节。在使用这种策略时，教师应遵循循序渐进、针

对性强、启发思维等原则，并注重设定合适的问题情境、逐步引导深入思考、鼓励学生提出假设和猜想、

提供多种解题策略以及及时反馈和总结等方面的工作。  
在数学解题教学中，如何利用波利亚提示语来回答教师的教与学(见表 1)。 
下面以一道题目的两个教学实录案例来分析说明。 

3. 案例教学实录及分析 

题目： 
徒弟：师父多大了？ 
师父：我在你这年纪时，你才 5 岁；但你到我这年纪时，我就 71 岁了！ 
请问：徒弟几岁？师父几岁？ 
案例教学实录 
[教学实录 1]： 
师：在年龄问题中，我们知道年龄差不变。这里要求师父和徒弟的年龄，怎么办？ 
生：沉默…… 
师：我们能否找到师父和徒弟年龄的等量关系？ 
生 1：这里徒弟和师父的年龄都不是同一时间的，我没有办法。 
师：我们可以画一张图把题目的意思表达出来。发现师父变到徒弟现在那个年纪时，也就是师父的

年龄变到徒弟现在的年龄，同时师父的年龄变成了以前师父的年龄，这时徒弟的年龄也变成了之前徒弟

的年龄。这时同学们有什么特殊的发现吗？ 
生 2：我发现现在师父的年龄同之前师父的年龄之差等于现在徒弟同之前徒弟的年龄之差。 
师：你们能解释说明这一点吗？ 
生 3：因为年龄差不变，所以现在师父的年龄同现在徒弟的年龄之差等于师父之前的年龄同徒弟之

前的年龄差。 
师：还可以用时光倒流来解释，师父的年龄倒退回去几年，徒弟的年龄自然也倒退回去几年。同样

你们画出未来师父的年龄，并解释其中的数量关系吗？ 
生 4：发现徒弟长到师父那么大时，也就是徒弟的年龄变到师父现在的年龄，同时师父的年龄变成

了未来师父的年龄，这时徒弟现在的年龄也变成了徒弟未来的年龄。 
生 5：同样，因为年龄差不变，所以未来师父的年龄同现在师父的年龄之差等于未来徒弟的年龄同

现在徒弟的年龄差。 
师：你能看出现在三段年龄之差有什么关系吗？ 
生 6：我发现三段年龄之差相等。 
师：你能算出现在徒弟和师父的年龄了吗？ 
生 6：71 − 5 = 66 (岁) 66 ÷ 3 = 22 (岁) 5 + 22 = 27 (岁) 27 + 22 = 49 (岁) 
师：回顾这个题目，解题的关键在于通过画图我们知道了年龄一共有三个时间，六个量。并通过年

龄差不变，我们得出有 3 段相等的年龄差。 
[教学实录 2]： 
师：我从“微信朋友圈”找到了这个题目，题目的文字叙述非常简单，你能在 3 分钟解决这道题目

吗？ 
师：有谁做出来了吗？(两人举手) 
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师：我有 8 种以上的方法，我也不说，我相信同学们在下课时 90%以上的同学都能做出来。在做这

个题目的时候，你碰到了什么难处？ 
生 1：读不懂这个题目。 
生 2：列不出方程，找不到等量关系。 
师：数学问题解决不出来，往往有三大困难。一是“题目”读不懂，二是关系找不到，三是完全没

思路。 
师：关于“题目”读不懂，我们有句古话，书读百遍，其义自见。 
师：这个题目问徒弟几岁，请问是徒弟什么时候的年龄？徒弟还有什么时候的年龄？ 
生 3：现在的年龄。还有未来的年龄和过去的年龄，师父也有现在、过去和未来的年龄。 
师：所以这个题有 6 个量，已知其中两个量求另外 2 个量。其实，当我们把题目读懂后，我们就可

以进入时光隧道，在这时光隧道中，过去、现在、未来就可以自由穿越。 
教师在黑板上画出一条线段(见图 1)。 
 

 
Figure 1. Meaning diagram of title 
图 1. 题目含义图 

 
师：我这有个小珠子，代表徒弟现在的年龄，有颗大些的珠子代表师父现在的年龄，请问 5 岁是谁

的年龄？71 呢？ 
全班：过去徒弟的年龄。未来师父的年龄。 
师：现在就是已知徒弟过去的年龄和师父将来的年龄，求徒弟现在和师父现在的年龄。读懂题目是

解题的前提，现在有的同学还是不会做，关系找不到又该怎么办呢？我有祖传秘方。 
教师黑板板书“投石问路” 
师：投石问路这个成语什么意思?有谁能分享一下？ 
生 4：当不知道路况怎么样的时候，投出一颗石子来探探路。 
师：我们解这道题是不是也像是在茫茫黑夜中不知道路怎么走，怎么办呢？扔石头。怎么扔石头呢？

问徒弟多大，我就假设扔一个徒弟 23 岁，问师父多大，我就假设师父 43 岁。请问根据题目的意思，当

师父是徒弟现在这么大时，徒弟多大？ 
全班：5 岁。 
师：当师父是徒弟现在这么大时，徒弟多大？ 
全班：3 岁！ 
师：你看，五(3)班的孩子特别可爱，刚开始说 5 岁，现在异口同声都说 3 岁。为什么是 3 岁？谁能

说？ 
生 5：因为这里设的师父和徒弟的年龄差是 20 岁，那如果 43 − 23 等于 20 的时候，23 − 20 就是 3

岁了。 
师：请问当徒弟长到师父现在这么大时，师父多大？直接说。 
全班：63。 
师：为什么是 63 啊？ 
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生 6：因为 43 − 23 是 20，那么再过 20 年徒弟长到师父现在的年龄，师父也再长 20 岁，也就是 63
岁。 

师：当徒弟长到师父现在那么大，师父会不会在那儿等他？也必须加 20。现在年龄对了吗？ 
全班：不对。 
师：不对没关系，你发现 3 和 63 什么关系了吗？ 
这时有不少学生举手。 
师：哦，已经有 7 个、8 个、有 9 个发现了。厉害，厉害，孩子，手放下。如果等会今天课上你发

现了他们之间的关系了，不举手，把手放在胸前，给自己竖一个大拇指，不给其他人压力，好不好？因

为人和人是不一样的，有人反应快，有人反应慢，有人是顿悟，有人是渐悟。 
此时有个女生笑了，并给自己比了一个大拇指。 
师：你看她笑得多漂亮！这只是老师做个样子，你自己看出来的。拿出笔来，我们就学这个方法，

画一个时光隧道。我们现在不去解这个题，学这个投石问路的方法，你的徒弟多大？师父多大？(见图 2) 
 

 
Figure 2. Student case diagram 
图 2. 学生案例图 

 
生 7：先假设徒弟为 15 岁，师父为 25 岁，因为徒弟和师父之间的年龄差为 10 岁，那么十年前的徒

弟年龄就是 5 岁，那么十年后师父就是 35 岁。 
生 8：先假设徒弟为 27 岁，师父为 41 岁，可以看出师父和徒弟的年龄差是 14 岁，然后可以算出，

师父在徒弟现在的年龄时，徒弟是 27 − 14 = 13 岁，当徒弟在师父现在年龄时，师父是 41 + 14 = 55 岁。 
师：投石是为了问路，你问出来了吗？请问什么变了？什么没变？你发现其中的规律了吗？你能找

到 5 和 71 的关系了吗？地上本没有路，走的次数多了。就有了路。 
此时又有一些孩子发现了，在微笑着给自己比大拇指。 
师：没发现，没关系。有句话叫定能生慧，当你心定下来，你就盯着看，从左往右看，再从右往左

看。63 和 3 再和 20 有什么关系？从上往下看，再从下往上看。当你静下心，左看、右看、上看、下看

就能发现，原来每道题目都很简单，你就发现他们之间的关系了。 
此时全班只有少数几个孩子仍然没有给自己比大拇指。 
师：我可以看到全班多少个同学发现了，还有一两个同学没发现，没事儿，哪位同学能做小老师，

到前面来。注意，不是告诉他，它们之间有什么关系，而是用问题，让他算一算，一定憋着，不能说出

5 和 71 之间的关系。谁能接受挑战。 
一名学生到讲台上，指着黑板说这里和这里是可以变的，而有两个地方之间是绝对不会变的。 
小讲师：这个绝对不会变的地方是什么？ 
生 9：“师徒的年龄差”不会变。 
小讲师：63 和 3 相差多少？它们之间隔了几个？这个也是同理，35 和 5 之间隔了多少？它们之间有

多少个空？最后一个跟前面也是一样的？ 
师：明白的人当然是一样的，那不太明白的你就说这个题，你说别说那句话，那句话的意思就是，
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你太笨了，你就出一个题让他算。 
生 10：55 和 13 相差多少？它们之间相差几个？所以它们之间的年龄差是多少？ 
师：赶快动手写出算式和结果。 
此时教师下去收集了很多份同学们的解答过程，接着一份一份展示在投影仪之下，全班同学欣赏着

用工整的铅笔字写出的逻辑清晰完整的解答过程。 
师：是不是发现英雄所见略同啊？这道题会做了吗？会做的举手？举高点。这道题我没说，让刘烨

和张韩也没说，是不是刚才你投了石头之后就有感觉了。(板书：题试三回、必能生慧) 
师：所以当题目你不会做的时候，等不是办法，“投”才有希望。现在回头看看，老师摆的这两颗

小珠子，你要不要微调一下？谁愿意到前面来？ 
生 11：因为通过 3 次的尝试，我们发现未来的师父和过去的徒弟有 3 个等量的年龄差的，所以珠子

要微调一下，这样三段就差不多相等了。 
(现在全班响起了整齐的掌声) 
(二) 案例教学实录分析 
本道题的文字叙述简单，和生活情境相关，难点在于理解题目的隐藏条件和挖掘其中的数量关系。

理解题目：师徒的年龄根据将来，现在和从前一共有 6 个量，知道了徒弟之前的年龄和师父将来的年龄。

数量关系：师徒之间的年龄差不变，之前徒弟和将来师父的年龄一共可以分为 3 个相等的段。从解题来

看，两次都讲清楚了。从解题方法来看，两种教学案例都呈现画线段图的方法，但一种是直白地“告诉”，

一种是水到渠成地进入“时光隧道”进行自主探索。从找到解题方法的方法来看，第一种和第二种差异

明显。从育人的价值观来看，第一种毫不涉及，第二种贯穿始终。 
教学实录 1 是完全不尊重学生主体地位的“填鸭式”讲解，主要体现在“三包上”。“包审题”，

教师直接告诉学生题目的隐藏条件，没有静待学生去探索隐藏条件被发掘的过程，缺乏启发诱导，把学

生视为“接受者”。“包拟定解题计划”，教师基于关于年龄问题的模型图，直接给同学说 3 段年龄差

相等，整个过程学生就像是看平铺直叙电影，一晃而过，没有遇到任何困难就把难题给解出来了。“包

反思”，反思和回顾，变成了教师的自说自话，学生有没有掌握要画一个问号。 
可以看出，“填鸭式”讲题模式，教师往往为了学生能快速掌握解题的步骤，灌输数学的知识，忽

略了解题方法和思想的习得，更丢失了学生学习的宝贵兴趣。不但会让学生下次遇到类似的题，仍然抓

不住重点，更是造成学生厌学的原因。 
相对于教学案例 1，教学案例 2 则是波利亚解题思想的生动诠释，其最大特点就是教师始终以普遍

性的建议去不漏痕迹地引导学生去理解题意，拟定计划，执行计划和回顾。这些普遍性的建议作为启发

性的提示语，有助于学生打开思路，降低解题难度。如果这些常态化的提示语，被教师经常使用，学生

学习内化后，自己的元认知能力就能得到提升，从而习得解题方法的方法。 
例如，“书读百遍，其义自见”，“条件是什么？”，“问题是什么？”“你见过类似的题目吗？”

让学生能流畅地阐述题目，初步熟悉题目的条件含义。通过这些提示语，学生想到这是一种年龄问题，

而年龄不是恒定不变的，从而学生能知道该题目给出的已知条件是徒弟之前的年龄和师父将来的年龄。 
“题试三回、必能生慧”，“我们先不去解题，先学投石问路的方法”，教师不慌不忙，先提示个

别同学先憋着不说他的答案，再让同学们自己去“投石子”，经历探索发现的过程。这里体现教师把学

生视为探索者，教育始于生命唤醒。 
“你能否满足部分条件吗？”，学生一开始无法获得解答的思路，教师带领学生进入时光隧道，先

假设徒弟和师父现在的年龄，满足隐藏条件“年龄差不变”后分别求出之前徒弟和未来师父的年龄，发

现此时之前徒弟和未来师父的不是刚好等于题目给定的条件。接下来让学生自己“假设数字”进行“投
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石问路”，通过把学生的探索展示几组到黑板，教师接着引导“静下心观察”，“左看右看上看下看”，

这些都属于“元认知”的提示语，说明波利亚元认知提示语和解题思想具有普遍的适用性。 
回顾和反思环节，教师让学生上台移珠子，这是我们才看到教师开始故意把珠子的位置摆错的高明

之处，学生正好带着全班回顾了，如何进行“化错教育”。 
比解题更重要的是什么，把学生视为生命个体，课堂变成一种尊重交往。华老师说每个学生都是不

一样的，有的人是顿悟，有的人是渐悟，大家不要给别人压力，自己在自己胸前竖一个大拇指，尊重了

每个学生都能得到应有的发展的素质教育理念。 

4. 波利亚解题提示语的使用策略 

波利亚提示语，源自著名数学家乔治·波利亚的解题思想，旨在引导学生有效地解决问题。其核心

理念是通过一系列的提示和问题，引导学生主动思考，而非直接告诉答案，从而培养学生的问题解决能

力和数学思维。以下是关于波利亚提示语的使用策略的详细探讨。 
设定合适的问题情境，为了有效使用波利亚提示语，首先创设一个直观生动的教学情境来激发学生

的兴趣。让学生经历观察、比较、归纳、提出猜想的过程。 
鼓励学生提出假设和猜想。这不仅可以激发他们的创新思维，还可以帮助他们更好地理解问题。即

使学生的假设或猜想是错误的，也应给予及时的正强化。多用鼓励的语言，采取分段鼓励的方式。 
提供多种解题策略，波利亚提示语强调的是解题策略的多样性。因此，在引导学生解决问题时，应

提供多种不同的解题策略供他们选择。这有助于学生拓展思路，发现问题的不同解决路径。 
及时反馈和总结，在使用波利亚提示语的过程中，教师应及时给予学生反馈和总结。这不仅可以帮

助学生了解自己的不足之处并及时改正，还可以让他们更加清晰地认识到问题的本质和解决方法。同时，

教师还可以通过总结学生的解题经验和策略，进一步完善自己的教学方法和策略。 

5. 结语 

为了有效使用波利亚提示语，首先需要设定一个合适的问题情境。在提出问题后，可以通过一系列

的“问题链”来逐步引导学生深入思考。接着不要着急给出结论，鼓励学生提出假设和猜想。在解决问

题后提问学生有没有其他的策略或发现，因为发现一朵蘑菇，再仔细找找四周，你会发现蘑菇总是成群

出现。通过使用波利亚的提示语，有利于让数学题目变成宝山，有利于引导学生入宝山自己发现宝藏，

收获数学思想。 
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