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摘  要 

高中函数内容具有高度的抽象性，而GeoGebra软件兼备几何、代数等功能，能将抽象的内容直观、动态

地展示出来。本文将借助2022年全国I卷第22题，探究如何利用GeoGebra软件帮助教师突破高中函数教

学中的难点，为激发学生学习兴趣，促进学生的数学核心素养的养成提出建设性建议。 
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Abstract 
The content of high school functions is highly abstract, while the GeoGebra software has both ge-
ometric and algebraic functions, which can intuitively and dynamically display abstract content. 
This paper will use the 22nd question of the 2022 National I paper as an example to explore how 
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to use the GeoGebra software to help teachers break through the difficulties in high school func-
tion teaching, and propose constructive suggestions for stimulating students’ interest in learning 
and promoting the development of students’ mathematical core literacy. 
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1. 高中函数教学的困境与思考 

函数是高中数学中非常重要的模块，作为高中数学教材中必修一第一章的学习内容，函数模块是培

养高中生数学核心素养的第一个主阵地，在高中生数学核心素养培养中起着十分重要的作用。但函数内

容具有高度的抽象性，给教师的教和学生的学都造成了极大的困扰，打击学生学习信心。 
GeoGebra 软件兼备几何、代数、概率与统计、微积分和逻辑运算等功能，长于数与形的融合，擅长

将抽象的内容直观、动态地展示出来，其操作界面十分友好，便于教师学生上手，是一款非常适合高中

数学教学展示、学生自主探究、师生互动交流的优秀数学软件。 
近年来学者们热衷 GeoGebra 技术在高中数学、物理、地理、生物等学科中的教学实践研究。在高中

数学教学中的研究主要集中在函数、立体几何、概率统计和平面几何等知识模块，着重探究学生数学直

观、数学建模和数学抽象等核心素养的培养策略，学生数学思维和综合应用能力的提升路径，以及

GeoGebra 应用实践过程中应遵循的原则，和 GeoGebra 应用于高中数学教学的模式构建。如凌翔提出

GeoGebra 融合教学应遵循“主体性”、“目的性”、“可接受性”以及“几何与代数相结合”等教学原

则，并提出“综合运用多种教学媒体”、“创设动态化的教学情境”和“合理有效地运用信息技术”等

三个教学策略[1]；周秀农认为 GeoGebra 在高中生数学抽象思维能力培养方面具有便捷、易于学习、教

学资源丰富、功能强大等优势[2]；陈丽萍认为 GeoGebra 应用可以提升学生逻辑推理素养，深化审美价

值[3]；张玉婷提出“找准教学内容的结合点”，“展开培训与交流转变教师与学生的观念”和“强化教

学设备建设”等三个提升路径[4]；耿宁、吴华则在具身认知视域下构建了 GeoGebra 融合数学教学的模

式，提出将环境、技术、身心、师生等教学要素统一于整体，调动学生学习的参与度和自主建构[5]。 
本文将借助 2022 年全国 I 卷第 22 题，探究如何利用 GeoGebra 软件帮助教师突破高中函数教学中的

难点，激发学生学习兴趣，促进数学核心素养的养成。 

2. 例解 GeoGebra 软件在高中函数教学中的应用 

2.1. 真题回顾 

2022 年全国新高考 I 稳步推进改革，再一次突出了数学学科特点，强化素养导向，注重数学思想方

法的渗透，强调基础考查，深入考察关键能力，试题多次考察函数图象的对称性，如第 6，10，12 题，

曲线的切线，如第 10，11，14，15 题，注重数形结合、化归与转化等思想方法的渗透。 
第 22 题本题考查导数与函数的单调性、最值、函数的零点，真题如下： 
已知函数 ( ) exf x ax= − 和 ( ) lng x ax x= − 有不同的最小值。 
1) 求 a； 
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2) 证明：存在直线 y b= ，其 ( )y f x= 与 ( )y g x= 两条曲线和共有三个不同的交点，并且从左到右

的三个交点的横坐标成等差数列。 
本题通过设置综合性的问题，加强基于数学素养的关键能力的考查，在数学知识、数学能力和创新

思维层面都有所体现。笔者希望通过展示 GeoGebra 软件对解答本题的辅助，使学生对零点问题有一个更

直观的认识，能将参数变化时，函数图象的变化“可视化”，帮助学生更深入地了解抽象的超越函数，

增强学生学习兴趣，提升思维能力。 

2.2. 利用 GeoGebra 探究解题过程 

解： ( )f x 的定义域为 R， ( )g x 的定义域为 ( )0,+∞ 。 ( ) exf x a′ = − ， ( ) 1g x a
x

′ = − 。 

到这里，我们可以清晰地感知到两个函数及其导函数的图象与性质都与参数 a 有关，我们可以利用

GeoGebra 软件把这个过程直观化、可视化，我们先用 GeoGebra 的求导功能，先求出导函数，再画出导

函数的图象，动态展示参数 a 从负值到正值变化过程中，对函数与图象单调性、最值等的影响，不难发

现，如图 1 所示，当 0a ≤ 时 ( )f x 与 ( )g x 在定义域内均为单调函数，两者均无最值，不符合题意。如图

2 所示，当 0a > 时， ( )f x 与 ( )g x 在定义域内均先减后增，都有最小值，而且随着 a 的变化，驻点与单

调区间也随之变动。 
1) 当 0a ≤ 时， ( ) 0f x′ > 恒成立，所以 ( )f x 在 R 上单调递增，即 ( )f x 没有最小值，不符合题意。 
2) 当 0a > 时，在 ( ), ln a−∞ 上 ( ) 0f x′ < ，在 ( )ln ,a +∞ 上 ( ) 0f x′ > ，且 lnx a= 处， ( ) 0f x′ = ，所以 ( )f x

在 ( ), ln a−∞ 上单调递减，在 ( )ln ,a +∞ 上单调递增，所以 ( )f x 在 lnx a= 处取得极小值，即为最小值，最

小值为 ( )ln lnf a a a= − 。 

在
10,
a

 
 
 

上 ( ) 0g x′ < ，在
1 ,
a

 +∞ 
 

上 ( ) 0g x′ > ，且
1x
a

= 处， ( ) 0g x′ = ，所以 ( )g x 在
10,
a

 
 
 

上单调

递减，在
1 ,
a

 +∞ 
 

上单调递增，所以 ( )g x 在
1x
a

= 处取得极小值，即为最小值，最小值为
1 1 lng a
a

  = + 
 

。 

 

 
Figure 1. The example of function graph when 0a ≤  
图 1. 当 0a ≤ 时函数图象示例 
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Figure 2. The example of function graph when 0a >  
图 2. 当 0a > 时函数图象示例 
 

如图 2 所示，当 0a > 时，虽然随着 a 的变化， ( )f x 与 ( )g x 在定义域内的单调区间和最值都随之变

化，但始终先减后增，都有最小值 ( )lnf a 、
1g
a

 
 
 

。 

而接下来在 0a > 的范围内寻求让等式 ( ) 1lnf a g
a

 =  
 

成立的参数 a 的大小的过程中，GeoGebra 可以

发挥其强大的功能和优势，利用 GeoGebra 接下来有三个解题策略。 

2.2.1. 策略一：利用 GeoGebra 求导函数和零点功能探究 ( )  
 
 

f a g
a
1ln =  

因为 ( ) exf x ax= − 和 ( ) 1 lng x x= + 有相同的最小值，所以 ( ) 1lnf a g
a

 =  
 

，即 ln 1 lna a a a− = + ，

因为 0a > ，所以上式等价于
1ln 0
1

aa
a
−

− =
+

。 

令 ( ) ( )1ln 0
1

xh x x x
x
−

= − >
+

，则如图3所示，由GeoGebra求导函数功能( )易知 ( )
( )

2

2
1 0
1

xh x
x x

+′ = >
+

恒成立，所以 ( )h x 在 ( )0,+∞ 上单调递增。利用 GeoGebra 的求函数零点功( )得 ( )1 0h = ，所以 1a = 。 

2.2.2. 策略二：利用 GeoGebra 求极值点功能探究 ( )  
 
 

f a g
a
1ln =  

此时，可以运用 GeoGebra 中的求极值点的功能( )，描绘并计算出 ( )f x 与 ( )g x 的极值点及其坐

标，变化参数的值，观察两个极值的大小，即两个最值 ( )lnf a 、
1g
a

 
 
 

的大小。 

如图 4 所示，当 0 1a< < 时，点 A 始终在点 B 上方，也就是说，此时 ( ) 1lnf a g
a

 >  
 

。 
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Figure 3. The graph of the function h(x) 
图 3. 函数 h(x)的图象 
 

 
Figure 4. The example of function graph when 0 1a< <  
图 4. 当 0 1a< < 时函数图象示例 
 

如图 5 所示，当 1a > 时，点 B 始终在点 A 上方，也就是说，此时 ( ) 1lnf a g
a

 <  
 

。 

如图 6 所示，当 1a = 时，点 A 与点 B 的纵坐标相等，即此时 ( ) 1lnf a g
a

 =  
 

。 
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Figure 5. The example of function graph when 1a >  
图 5. 当 1a > 时函数图象示例 

 

 
Figure 6. The function graph when 1a =  
图 6. 当 1a = 时函数图象 

2.2.3. 策略三：利用 GeoGebra 求图象交点功能探究 ( )  
 
 

f a g
a
1ln =  

由上可知 ( )ln lnf a a a= − ，
1 1 lng a
a

  = + 
 

，可以运用 GeoGebra 中的求交点的功能( )，描绘并

计算出 ( ) lnf x x x x= − 与 ( ) 1 lng x x= + 的交点及其坐标，如图 7 所示，即可立即得知当 1x = 时

ln 1 lnx x x x− = + ，即当 1a = 时， ( ) 1lnf a g
a

 =  
 

。 
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Figure 7. The graph of the function f(x) and g(x) 
图 7. 函数 f(x)和 h(x)的图象 
 

第(2)问解析：由(1)可知 ( ) exf x x= − 、 ( ) lng x x x= − 。 ( )f x 在 ( ),0−∞ 上单调递减，在 ( )0,+∞ 上单

调递增，且 ( )0 1 0f = > ； ( )g x 在 ( )0,1 上单调递减，在 ( )0,1 上单调递增，且 ( )1 1 0g = > ； ( )f x 与 ( )g x 图

象如图 8 所示，可知两图象相交于点，由题意过 A 作平行于 x 轴的直线即为所求直线 y b= ，如图所示的

点 B、A、C 即为题目所要考虑的点，用 GeoGebra 可以自动计算这三个点的横坐标，验证结论的正确性。 
 

 
Figure 8. The intersection points of the graphs of the functions f(x) and h(x) with the line y b=  
图 8. 函数 f(x)和 h(x)图象与直线 y b= 的交点 
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当然，对于本题中的第(2)问，GeoGebra 软件只能直观地提供一种方向，并肯定这种可能性，对于题

目中结论还需要严谨的证明，解析如下： 
设直线 y b= 与 ( )y f x= ， ( )y g x= 三个交点的横坐标分别为 ( )1 2 3 1 2 3, ,x x x x x x< < ，所以 1 0x < ，

20 1x< < ， 3 1x > ，且 ( ) ( ) 1 2
1 2 1 2e ex xf x f x x x b= = − = − = ， ( ) ( )2 3 2 2 3 3ln lng x g x x x x x b= = − = − = ，所

以 32 lnln
2 3e ln e lnxx x x b− = − = ，即 ( ) ( )2 3ln lnf x f x b= = 。 

又 2ln 0x < ， 3ln 0x > ，所以 1 2lnx x= ， 2 3lnx x= ，且 2
2 2 2e lnx x x x− = − ，即 2

2 2e ln 2x x x+ = ，所以

1 3 22x x x+ = 。 
所以存在直线 y b= ，其与两条曲线 ( )y f x= 和 ( )y g x= 共有三个不同的交点，并且从左到右的三个

交点的横坐标成等差数列。 

3. 思考与感悟 

3.1. 注重信息技术与学科融合，深入理解问题本质 

信息技术与教学深度融合是改变传统教学方式，培养学生核心素养的有效途径和方法，是目前基础

教育改革的潮流和趋势。《普通高中数学课程标准(2017 年版)》明确指出，“提升信息技术的使用能力，

通过信息技术与课程的深度融合以及课程资源开发的多样化实现”[6]。这就需要信息技术的辅助，比如 

从 2022 年全国 I 卷第 22 题的探究过程，尤其第一问在 0a > 的范围内寻求让等式 ( ) 1lnf a g
a

 =  
 

成立的 

参数的大小的过程中，GeoGebra 轻松直观地展示了从方程的根等、函数的零点、函数图象的交点这三个

策略解决问题过程，让学生清楚体验、感知三者之间的联系与差异，以及三者之间等价转化，让学生看

到背后的数学逻辑与思想，触摸到数学知识的本质。 

3.2. 重视知识生成与体验，落实数学核心素养 

皮亚杰说过，只有学生自己发现的知识和技能，才能积极地被自己同化，从而产生深刻的理解，新

课标更是多次提到要让学生“感知”“体验”“亲身经历”知识的生成过程。教学中，我们借助 GeoGebra
等数学软件，可以轻松直观地展示动态的思维过程，化抽象为具体，让不可捉摸的数学思想“可视化”，

这正是为学生的“亲身经历”提供了强有力的支撑。简言之，GeoGebra 等信息技术在培养学生数学抽象、

逻辑推理、直观想象、数学建模等数学核心素养中有着强大的功能和优势，能帮助师生更好地适应“双

基”到“四基”、“四能”的转变，应对高考中能力立意到素养导向的变化[7] [8]。 
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