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摘  要 

《普通高中数学课程标准(2017年版2020年修订)》强调“立体几何与空间向量”对培养学生核心素养

的重要性。针对学生备考中机械套用向量公式求解法向量、缺乏本质理解的问题，文章对比传统坐标法

与矩阵理论法，发现传统方法依赖特殊坐标系且计算繁琐。引入矩阵理论，通过二阶、三阶行列式及向

量叉乘解析法向量求解逻辑，以多道高考题验证其适用性，总结“建系–定向量–算法向量–应用”的

解题步骤。教学启示部分提出，教师需融合高等数学原理构建完整思维链，结合矩阵运算与几何直观突

破公式记忆瓶颈，从高阶视角培养学生抽象建模能力，落实核心素养。 
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Abstract 
The “General Senior High School Mathematics Curriculum Standards (2017 Edition, Revised in 
2020)” emphasizes the significance of “solid geometry and spatial vectors” in cultivating students’ 
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core literacy. Aiming at the problem that students mechanically apply vector formulas to solve nor-
mal vectors during exam preparation and lack essential understanding, this article compares the 
traditional coordinate method with the matrix theory method and finds that the traditional method 
relies on special coordinate systems and is computationally cumbersome. The matrix theory is in-
troduced. The solution logic of normal vectors is analyzed through second-order and third-order 
determinants and vector cross products. Its applicability is verified by multiple college entrance 
examination questions. The solution steps of “establishing the system—determining the vector—
algorithm vector—application” are summarized. The teaching enlightenment section proposes that 
teachers need to integrate the principles of advanced mathematics to construct a complete thinking 
chain, combine matrix operations and geometric intuition to break through the bottleneck of for-
mula memory, cultivate students’ abstract modeling ability from a higher-order perspective, and 
implement core literacy. 
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1. 问题提出 

《普通高中数学课程标准(2017 年版 2020 年修订)》强调立体几何与空间向量对培养学生核心素养的

重要性[1]，要求学生借助空间向量解决复杂几何问题。然而在高考备考中，学生常机械套用向量公式求

法向量，却难以理解几何本质与代数运算的深层关联。例如在处理二面角、线面角时，学生虽能通过坐

标建立方程组算得法向量，但对“法向量表征平面方向的原理”“矩阵工具系统化求解法向量的逻辑”

等高等数学背景知识理解不足，导致在非正交坐标系棱锥、曲面截交等复杂几何体问题中难以迁移应用。 
从“高观点”视角审视，中学向量法是高等数学向量空间理论的初等化，法向量求解与矩阵行列式

运算密切相关，但当前教学对这一关联挖掘不足，学生未建立“几何对象代数化–矩阵运算系统化–结

果几何解释”的完整思维链。高考命题常以泰勒展开式、黎曼函数等高等数学元素衔接中学知识，而法

向量求解正是高等数学背景初等化的典型场景——其本质是线性代数中齐次线性方程组求解的具体应用。 
在此背景下，如何依托课程标准提升代数视角研究几何问题能力的要求，通过揭示矩阵的秩、向量

正交性等高等数学原理，帮助学生构建“几何直观–代数运算–原理迁移”的解题框架，成为教学关键。

具体问题包括：如何用矩阵方法优化法向量求解认知，突破传统坐标法依赖特殊坐标系的局限？如何结

合矩阵运算与几何直观，让学生理解法向量夹角与二面角关系的本质？如何通过高观点教学落实数学抽

象、数学建模素养，提升学生在新定义几何体、动态几何等复杂情境中的问题转化能力？ 
这些探究不仅能填补学生知其然不知其所以然的认知缺口，更能为高考备考提供新路径——从机械

运算转向原理理解，从孤立解题转向思维建模，实现用高等数学思维审视初等问题，以初等知识载体落

实核心素养的教学目标。 

2. 研究现状 

在高中数学立体几何的研究与教学中，空间向量法与传统综合法的对比应用始终是核心议题。刘莹

蕊实证研究表明，向量法在解决二面角、线面角等度量问题时具程序化优势，但依赖坐标系可能弱化几
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何直观，而综合法在逻辑推理与空间想象培养上不可替代，二者在高考考查中形成互补[2]。杨佳冬、王

圳炜等通过案例阐释向量法将几何问题转化为向量运算的核心思路[3] [4]，而靖明星则揭示高考命题中

“高观点、低起点”策略，以高等数学背景考查学生对向量法的迁移能力[5]。 
教学实践中，张天雄提出借助 Geogebra 动态演示弥补向量法直观理解不足，融合直观想象与数学运

算素养[6]。王波通过教材例题变式深化学生对核心概念的理解[7]。周晓琴强调夯实向量法基础，关注运

算失误与建系问题[8]。值得注意的是，李萌李萌提出通过矩阵、行列式等工具搭建初高等数学桥梁[9]，
而康兴良指出高考命题中几何问题的代数化趋势，矩阵法求解法向量呼应新课标数学建模要求[10]。整体

而言，当前研究与教学既重视向量法的工具价值，也强调几何直观与代数运算的平衡，为矩阵法等新视

角的引入奠定了方法论基础。 
在立体几何中，法向量的求解是解决空间角、距离及垂直关系的核心问题，而矩阵方法的引入为这

一过程提供了系统化的代数工具。吴应富指出了矩阵行列式与向量叉乘的本质关联，使得法向量的计算

可通过结构化的代数运算实现[11]。康兴良等强调矩阵法在高考中以“高等数学背景初等化”形式考查

迁移能力与几何本质理解[10]。 
从教学实践来看，矩阵法求解法向量不仅是解题技巧的优化，更是高等数学思想在中学课堂的“低

起点”渗透。李萌提出通过行列式解二元一次方程组直观呈现矩阵特征，为高中学习奠基[9]。李云鹏李

云鹏以高考题为例，说明矩阵法通过“构造矩阵–展开运算–几何解释”转化复杂几何问题[12]。辛志立

从 HPM 视角强调矩阵历史可帮助学生理解法向量逻辑起点[13]。矩阵法贴近中学知识体系，操作步骤结构

化，处理复杂几何体法向量更高效[14]。现有研究虽未直接聚焦矩阵法在法向量求解中的具体应用，但通过

矩阵理论与几何问题的关联性分析，可明确其作为衔接工具的重要价值——既符合中学数学对通性通法的

要求，又为学有余力的学生提供了通向高等数学的认知路径，体现了“低阶问题高阶化思考”的教学理念。 

3. 高考立体几何研究 

3.1. 历年高考立体几何题型分布与分值占比 

Table 1. Distribution of geometry question types and scores in the previous years’ college entrance exams 
表 1. 历年高考几何题型与分值分布 

试卷/年份 题型分布 分值 

2022 年全国新Ⅰ卷 选择题 4、8 题、多选题 9 题、解答题 19 题 27 

2022 年全国新 II 卷 选择题 7 题、多选题 11 题、解答题 20 题 22 

2023 年全国新Ⅰ卷 多选题 12 题、填空题 14 题、解答题 18 题 22 

2023 年全国新 II 卷 多选题 9 题、多选题 14、解答题 20 题 22 

2024 年全国新Ⅰ卷 选择题 5 题、解答题 17 题 20 

2024 年全国新 II 卷 选择题 7 题、解答题 17 题 20 

 
整体来看，立体几何在全国新Ⅰ卷高考中始终占据一定比重，题型分布虽有调整，但解答题基本每年都

有涉及，是考查的重点题型，选择题也较为稳定地出现，反映出对立体几何基础知识和基本技能的持续关

注，同时随着年份变化，在题型布局和分值上进行动态调整，以便更好地考查学生的立体几何综合素养。 

3.2. 高考立体几何解题方法研究 

例 1 (2023 年全国新高考Ⅰ卷第 18 题)如图 1 所示，在正四棱柱 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， 12, 4AB AA= = ，
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点 2 2 2 2, , ,A B C C 分别在棱 1 1 1 1, , ,AA BB CC DD 上， 2 2 2 21, 2, 3AA BB DD CC= = = = 。 
 

 
Figure 1. Picture to accompany a high school exam question 
图 1. 高考题配图 

 
(1) 证明： 2 2 2 2B C A D ； 
(2) 点在棱 1BB 上，当二面角 2 2 2P A C D− − 为 150˚时，求 2B P 。 
上题为 2023 年全国新高考Ⅰ卷第 18 题，分值为 15 分。文章以此题为例展示高考立体几何解答题的

两种常见解题方法。 
1. 普通几何解法 
第一问考查空间中线线平行的证明。第二问考查学生将几何问题转化为代数问题的能力，通过建立

方程来求解未知量，这体现了代数与几何结合的能力。 
在平面 2 2 2D A C 上，找到垂直于 2 2A C 的线段 2D E ，其中 E 是 2 2A C 的中点； 
在平面 2 2PA C 上，找到垂直于 2 2A C 的线段。 
二面角 2 2 2P A C D− − 的平面角即为 2 150PED∠ = 。 

2D E 的长度可以通过勾股定理计算： 

 2 2
2 2 1 5D E = + =  

PE 的长度与 2D E 的长度相等，因为他们都是垂直于 2 2A C 的线段。 
在 2PED∆ 中，利用余弦定理即可求得的长度： 

 2 2 2
2 2 22 cos150PD PE D E PE D E= + − ⋅ ⋅ ⋅  

解得 2PE =  

 2 1PB∴ =  

2. 建立坐标系法 
该几何图形为一个正四棱柱，以点C 为原点建立空间直角坐标系，CD 为 y 轴，CB 为 x 轴， 1CC 为

z 轴。 
由此根据题意可以得到各点坐标： 

 ( ) ( ) ( ) ( )2,2,0 , 2,0,0 , 0,0,0 , 0,2,0A B C D  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 12, 2, 4 , 2,0, 4 , 0,0,4 , 0,2,4A B C D  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22, 2,1 , 2,0, 2 , 0,0,3 , 0,2,2A B C D  
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(1) 

 ( ) ( )2 2 2 22,0,1 , 2,0,1= − = −B C A D  

 2 2 2 2∴ =B C A D  

 2 2 2 2B C A D∴   
(2) 


点 P 在棱 1BB 上，所以设点 P 坐标为： 

 ( )2,0,P h  

设平面 2 2PA C 的法向量为 

 ( )1 , ,x y z=n  

则 

 
( )

1 2 2

1 2

2 2 2 0
2 3 0

x y z
x h z

⋅ = − − + =
 ⋅ = − + − =

n A C
n PC

 

令 2z = ，得 

 3 , 1x h y h= − = −  

 ( )1 3 , 1, 2h h∴ = − −n  
设平面 2 2 2A C D 的法向量为 

 ( )2 , ,a b c=n  

则 

 2 2 2

2 2 2

2 2 2 0
2 0
a b c
b c

⋅ = − − + =
 ⋅ = − + =

n A C
n D C

 

令 1a = ，得 

 1, 2,b c= =  

 ( )2 1,1, 2∴ =n  

 ( ) ( )
1 2

1 2 2 2
1 2

6 3cos , cos150
26 4 1 3n h

∴ = = =
⋅

=
+ − + −

n n
n n

n n


 
化简可得： 

 2 4 3 0h h− + =  

解得： 

 1h = 或 3h =  

 ( )0, 2,1P∴ 或 ( )0,2,3P  

 2 1PB∴ =  

以上为高考立体几何解答题的两种常见解题方法，普通几何解法计算量小，适用范围广，但对学生

的空间想象能力要求比较高，解题思路也不固定，还容易因辅助线的错误添加或几何关系的误判导致解
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题失败。 
建立坐标系法解题思路明确，使用人数较多，计算过程标准化，但计算量比较大，尤其是在法向量

的计算中，坐标系中存在未知坐标的点的平面法向量求解在计算时会更加繁琐，本文将以此解法为主，

引入矩阵的行列式运算来降低法向量的计算难度来解决这个问题。 

4. 矩阵理论在立体几何中的应用 

在高等代数中，线性变换是线性空间到自身的线性映射。矩阵是线性变换的代数表示。对于有限维

线性空间V 和W ，一个线性变换T ：V W→ ，在给定基的情况下，可以用矩阵来表示[15]。 

4.1. 三阶行列式 

设有三元线性方程组 

 
11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

a x a x a x b
a x a x a x b
a x a x a x b

+ + =
 + + =
 + + =

 

称代数式 

 11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31a a a a a a a a a a a a a a a a a a+ + − − −  

为三阶行列式，用符号表示为 

 
11 12 13

11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31 21 22 23

31 32 33

a a a
a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a
+ + − − − =  

我们有：当三阶行列式 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

0
a a a

d a a a
a a a

= ≠  

时，上述三元线性方程组有唯一解，解为 

 31 2
1 2 3, ,

dd dx x x
d d d

= = =  

其中 

 
1 12 13 11 1 13 11 12 1

1 2 22 23 2 21 2 23 3 21 22 2

3 32 33 31 3 33 31 32 3

, ,
b a a a b a a a b

d b a a d a b a d a a b
b a a a b a a a b

= = =  

余子式：在行列式 

 

11 1 1

1

1

j n

i ij in

n nj nn

a a a

a a a

a a a
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中划去元素 ija 所在的第 i 行与第 j 列，剩下的 ( )11n − 个元素按原来的排法构成一个 1n − 阶的行列式 

 

11 1. 1 1. 1 1

1.1 1. 1 1. 1 1.

1.1 1. 1 1. 1 1.

1 . 1 . 1

j j n

i i j i j i n

i i j i j i n

n n j n j nn

a a a a

a a a a
a a a a

a a a a

− +

− − − − + −

+ + − + + +

− +

 

   

 

 

   

 

 

称为元素 ija 的余子式，记为 ijM 。 
代数余子式：若子式取自第 1 2, , , ki i i 行和第 1 2, , , kj j j 列，则其代数余子式为： 

 ( ) ( )1 2 1 21 k ki i i j j j
ij ijA M+ + + + + + += −  

。 

我们知道，三阶行列式可以通过二阶行列式表示： 

 ( ) ( ) ( )
11 12 13

1 1 1 2 1 322 23 21 23 21 22
21 22 23 11 12 13

32 33 31 33 31 32
31 32 33

1 1 1
a a a

a a a a a a
a a a a a a

a a a a a a
a a a

+ + += − + − + −  

其中的 ( )1 11 +− 、 ( )1 21 +− 、 ( )1 31 +− 称为元素 ija 的代数余子式，写为 ijA 。 

4.2. 向量的叉乘与法向量 

1. 向量的叉乘 
在三维空间中，向量的叉乘是一种重要的向量运算，其结果是一个与原向量都垂直的向量。 
定义：设向量 ( )1 2 3, ,a a a=a 和 ( )1 2 3, ,b b b=b ，它们的叉乘 ×a b 是一个向量，满足以下条件： 

(1) 方向：垂直于 a 和 b 所确定的平面，方向由右手定则确定：右手四指从 a 指向 b (绕小于 180˚的角)，
拇指方向即为叉乘结果的方向，如图 2 所示。 

 

 
Figure 2. Schematic diagram of the right-hand rule 
图 2. 右手定则示意图 

 
(2) 横长：等于 a 和 b 张成的平行四边形的面积，即 sinθ× = ⋅ ⋅a b a b ，其中 θ 为 a 与 b 的夹角

( )0 θ≤ ≤ π 。 

2. 法向量 
法向量是求解立体几何问题时非常重要的条件，如图 3 所示是人教 A 版选择性必修一课本中法向量

的定义。叉乘的几何特性使其能够成为求解平面法向量的基本工具，只要平面内存在两个不共线向量，

即可以通过叉乘唯一确定法向量的方向。 
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Figure 3. Definition of normal vectors in the compulsory version of Humanities A 
图 3. 人教 A 版选择性必修一法向量的定义 

 
若平面内有两个不共线的向量 a 和 b ，则它们的叉乘 ×a b 即为该平面的一个法向量。 
(1) 在平面内选取两个不共线的向量 a 和 b  (通常可取平面上的三点)。 
(2) 计算叉乘 = ×n a b ，所得向量 n即为平面的法向量。 

4.3. 叉乘坐标的计算：利用矩阵与行列式 

叉乘的坐标公式可通过上文提到的三阶行列式简洁表示，这也是高等代数中矩阵工具的典型应用。 
利用(二)中定义里的向量 ( )1 2 3, ,a a a=a 和 ( )1 2 3, ,b b b=b 进行计算，叉乘的坐标公式可以通过三阶行列

式表示为： 

 1 2 3

1 2 3

a a a
b b b

× =
i j k

a b  

其中： 
, ,i j k 是三维空间直角坐标系的单位正交基向量，分别对应 , ,x y z 轴方向； 

行列式按第一行展开计算，结果为一个向量，其坐标即为平面法向量的坐标。 
拉普拉斯定理：设在行列式 D 中任意取定了 ( )1 1k k n≤ ≤ − 个行，由这 k 行元素所组成的一切 k 阶子

式与他们的代数余子式的乘积和等于行列式 D 。即： 

 ( ) 1det C
t ttA M A

=
= ⋅∑  

其中，
n

C
k
 

=  
 

是 k 阶子式的个数， tM 是第 t 个 k 阶子式， tA 是其对应的代数余子式。 

所以将上述行列式按拉普拉斯定理展开的公式为： 

 2 3 1 3 1 2

2 3 1 3 1 2

a a a a a a
b b b b b b

⋅ − ⋅ + ⋅i j k  

得到的叉乘结果的坐标为： 

 ( )2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1, ,a b a b a b a b a b a b× = − − −a b  

假设该平面的法向量为 n，则： 

 ( )
2 3 3 2

3 1 1 3

1 2 2 1

, , :
x

x y z y

z

n a b a b
n n n n a b a b

n a b a b

 = −


= = −
 = −

n  
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5. 法向量 

5.1. 法向量在求解立体几何中的本质 

1. 利用法向量求解线面角与二面角 
法向量是垂直于平面的非零向量，它能代表平面的方向特性。在三维空间中，给定一个平面，有无

数个与之垂直的法向量，它们相互平行。因为平面可由其法向量定向，所以研究两个平面的夹角，就可

转化为研究它们法向量的夹角。图 4 是人教 A 版必修二对二面角的定义。 
 

 
Figure 4. Definition of dihedral angles in Compulsory Education for Humanities, Version A 
图 4. 人教 A 版必修二二面角的定义 

 
线面角是直线与它在平面上的射影所成的角。直线有方向向量，平面有法向量，直线与平面所成角

θ 和直线方向向量与平面法向量的夹角α 互余( 90θ α= − )。通过求出直线方向向量与平面法向量的夹角

α ，利用三角函数关系就能得到线面角θ 。图 5 是人教 A 版必修二对线面角的定义。 
 

 
Figure 5. Definition of line-plane angles in HMI A 
图 5. 人教 A 版线面角的定义 

 
例如，已知直线方向向量 a 和平面法向量 n，先由向量数量积公式算出 

 cos a aα = ⋅n n  

再根据 

 sin cosθ α=  

https://doi.org/10.12677/ae.2025.1571374


张栩萤 
 

 

DOI: 10.12677/ae.2025.1571374 1455 教育进展 
 

求出线面角θ ，实现了从向量夹角到线面角的转化求解。 
2. 利用法向量判断线面垂直或平行 
(1) 线面垂直 
设直线 l 的方向向量为 a ，平面α 的法向量为 1n 。若 1a n ，即存在非零实数 λ ，使得 1a nλ= ，则直

线 l 垂直于平面α ，如图 6 所示。 
 

 
Figure 6. Line-plane perpendicularity 
图 6. 线面垂直 

 
(2) 线面平行 
设直线 l 的方向向量为 a ，平面α 的法向量为 1n 。若 1 0a n⋅ = ，则直线 l 平行于平面α ，如图 7 所示。 

 

 
Figure 7. Parallelism of lines and surfaces 
图 7. 线面平行 

 
3. 利用法向量判断面面垂直或平行 
(1) 面面垂直 
设平面α 的法向量为 1n ，平面 β 的法向量为 2n 。若 1 2 0n n⋅ = ，则平面α 垂直于平面 β ，如图 8 所示。 

 

 
Figure 8. Face to face perpendicular 
图 8.面面垂直 

 
(2) 面面平行 
设平面α 的法向量为 1n ，平面 β 的法向量为 2n 。若 1 2n n ，即存在非零实数 λ ，使得 1 2n nλ= ，则
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平面α 平行于平面 β ，如图 9 所示。 
 

 
Figure 9. Parallel faces 
图 9. 面面平行 

 
基于向量运算的角度度量本质上是利用向量的运算体系来度量直线与平面的相对位置关系。这种方

法将几何中复杂的线面位置关系判断和角度求解，转化为向量的代数运算，使问题更具规范性和可操作

性，能有效解决各类线面角相关问题。 

5.2. 解立体几何：法向量的计算 

文章依然以 2023 年全国新高考Ⅰ卷第 18 题第(2)问为例，使用行列式求法向量的方式进行求解，建系

方式不变。 


点 P 在棱 1BB 上，所以设点 P 坐标为： 

 ( )2,0,P h  

设平面 2 2PA C 的法向量为 

 ( )1 , ,x y z=n  

 ( ) ( )2 2 22, 2, 2 , 2,0,3 h= − − = − −A C PC  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

1 2 2 2
2 0 3

2 3 2 0, 2 3 2 2 , 2 0 2 2

2 6, 2 2 , 4

x y z

h

h h

h h

= − −
− −

= − − − ⋅ − − − − − ⋅ − ⋅ − − ⋅ −      
= − − −

n

 

化简得： 

 ( )1 3,1 , 2h h= − − −n  

设平面 2 2 2A C D 的法向量为 

 ( )2 , ,a b c=n  

同理可得： 

 ( )2 1,1, 2=n  

 
( ) ( )

1 2
1 2 2 2

1 2

6 3cos , cos150
26 4 1 3n h

∴ = = =
⋅

=
+ − + −

n n
n n

n n
  

https://doi.org/10.12677/ae.2025.1571374


张栩萤 
 

 

DOI: 10.12677/ae.2025.1571374 1457 教育进展 
 

化简可得： 

 2 4 3 0h h− + =  

解得： 

 1h = 或 3h =  

 ( )0, 2,1P∴ 或 ( )0,2,3P  

 2 1∴ =B P  

若在建立坐标系的条件下用普通解法求解平面 2 2PA C 法向量 1n 会得到： 

 
( )

2 2 2 0
2 3 0

x y z
x h z

− − + =
− + − =

 

计算起来会比较繁琐。 

5.3. 利用矩阵求解高考立体几何解答题的平面法向量 

下面本文将继续以另一道立体几何解答题为例展示该方法求解的适用普遍性。 
 

 
Figure 10. 立体几何解答题 
图 10. Solutions to Solid Geometry Problems 

 
例 5 如图 10 所示，四边行 PDCE 为矩形，四边形 ABCD 为梯形，直线 PD ⊥ 平面 ABCD ，

90BAD ADC∠ = ∠ = ，
1 1
2

AB AD CD= = = ， 2PD = 。 

(1) 若 M 为 PA中点，求证： AC MDE平面 ； 
(2) 求直线 PA与平面 PBC 所成角的正弦值； 
经过证明可以得到 , ,DA DP DC 两两垂直，以 D 为原点，以 DA的方向为 x 轴，以 DC 的方向为 y 轴，

以 DP 的方向为 z 轴，建立空间直角坐标系。 
可以得到各点坐标： 

 ( ) ( ) ( )1,0,0 , 1,1,0 , 0, 2,0A B C  

 ( ) ( ) ( )0,0,0 , 0,2, 2 , 0,0, 2D E P  

(1) 若 M 为 AP 中点，则点 M 坐标为： 

 1 2,0,
2 2

M
 
  
 

 

 ( ) ( )1 21,2,0 , ,0, , 0, 2, 2
2 2

 
= − = =  

 
AC DM DE  
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设平面 MDE 的法向量为 

 

( )1 , ,

1 20
2 2
0 2 2

2 1 2 12 0 2, 2 0 , 2 0 0
2 2 2 2

22, ,1
2

x y z

x y z

=

=

  
= ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅     
 

= −  
 

n

 

化简后得到 

 ( )1 2 2, 2,2=n
 

 1 0∴ ⋅ =n AC  

 MDE∴ ⊥AC 平面  

 AC MDE∴ 平面  
(2) 设平面 PBC 的法向量为 ( )2 , ,a b c=n  

 ( ) ( ) ( )1,1, 2 , 1,1,0 , 1,0, 2= − = − = −PB BC PA  

 ( )2 2, 2, 2∴ =n  

 2
2

2

2 3cos ,
63 8

⋅
= = =

PA n
PA n

PA n
 

所以 PA与平面 PBC 所成角的正弦值为
3

6
。 

6. 总结与启示 

6.1. 方法总结 

综上所述，利用矩阵的方法求解平面的法向量的方法不仅降低了计算的难度，还适用于具备建系条

件的所有题型。下面总结了解题方法与技巧。 
1. 建立空间直角坐标系 
选择一个合适的坐标系，通常将所研究的几何体放置在坐标系中，以便于计算。确定几何体的关键

点的坐标。 
2. 寻找各点坐标，确定平面内的向量 
确定构成平面的向量。对于平面，通常需要两个不共线的向量；对于直线，需要一个方向向量。这

些向量可以通过坐标点的差来计算。 
3. 计算平面法向量 
使用向量叉积来计算法向量。对于平面，叉积的结果是垂直于该平面的向量，即平面的法向量。叉

积可以通过行列式或矩阵来计算。 
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4. 简化并利用法向量解决问题 
计算得到的法向量可能需要简化，如除以模长进行单位化。然后，法向量可以用于计算点到平面的

距离、平面间的夹角、反射和折射等问题，同时也可以用于证明线面平行和线面垂直。 

6.2. 教学启示 

教师应挖掘高等数学原理，将矩阵的秩、向量正交性等概念与中学教学内容结合，帮助学生理解法

向量与平面内向量的正交关系，构建“几何对象代数化–矩阵运算系统化–结果几何解释”的完整思维

链条，避免机械套用公式，填补“知其然不知其所以然”的认知缺口。 
教学中需注重矩阵运算与几何直观的结合，通过几何图形演示法向量方向与平面的关系，引导学生

分析在二面角、线面角问题中法向量夹角与二面角的关系本质，让学生明白法向量夹角何时等于二面角、

何时与二面角互补，而非仅记忆公式，提升对几何本质的理解。 
从落实核心素养出发，教师应从高等数学视角引导学生将几何问题抽象为代数问题，运用矩阵工具

建模求解并进行几何解释，尤其在面对新定义几何体、动态几何等复杂问题时，培养学生的问题转化能

力和迁移应用能力，实现“用高等数学思维方法审视初等问题，以初等知识载体落实核心素养”的教学

目标。 
总之，通过在教学中合理渗透矩阵理论等高等数学知识，优化法向量求解的教学方法，不仅能够提

升学生对立体几何问题的理解和解决能力，还能够有效促进学生数学核心素养的落实与提升。 
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