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摘  要 

依测度收敛是实变函数中极具深度的概念，是学生从数学分析进入现代分析(如概率论、泛函分析)时遇

到的一个关键点。然而，该概念因其高度的抽象性、反直观性以及与逐点收敛的复杂关系，成为学生学

习过程中面临的主要认知障碍。本文应用杜宾斯基APOS理论，分析了学生学习依测度收敛概念时所遇到

的认知困难的根源，提出教学突破策略，帮助学生构建清晰的知识网络，克服学习难点，提升数学抽象

思维与辨析能力。 
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Abstract 
Convergence in measure is a highly profound concept in real variable functions, and it is a key point 
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that students encounter when transitioning from mathematical analysis to modern analysis, such as 
probability theory and functional analysis. However, due to its high degree of abstraction, anti-in-
tuitiveness, and complex relationship with point by point convergence, this concept has become the 
main cognitive barrier faced by students in the learning process. In the article, applying the Dou-
binsky’s APOS theory, we analyze the root of cognitive difficulties encountered by students in learn-
ing the convergence in measure. Some teaching breakthrough strategies are proposed to help stu-
dents establish clear knowledge networks, overcome learning difficulties, and enhance mathemat-
ical abstract thinking and analytical abilities. 
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1. 引言 

实分析以勒贝格测度与积分理论为核心，将微积分的严格性推向了新的高度。在实分析的诸多课题

中，函数列的收敛性贯穿了始终，除了数学分析中已熟悉的逐点收敛和一致收敛外，基于测度论的新视

角引入了依测度收敛，成为处理可测函数列极限的有力工具[1]-[3]。 
尽管依测度收敛在理论上有其天然的优势(对函数的要求更宽松，且具有更好的极限唯一性和完备

性)，但其定义方式却与学生的直观感受相差甚远[4]。学生习惯于函数值的逐点逼近，而非从“例外集”

测度趋于零的角度来理解收敛。这种反直观特性构成了首要的认知冲突。 
传统的教学模式往往侧重于定义的直接引入、定理的证明以及反例的展示，而忽视了学生的认知建

构过程，容易导致学生陷入“知其然而不知其所以然”的困境。为了提高学生的学习兴趣，提升教学效

果，许多学者进行了教学方法上的探索。例如，通过介绍概念的历史背景，使学生理解引入这些概念的

必要性[3]；运用类比建构的方法，使学生掌握 Lebesgue 测度理论[4]-[6]；借助形象思维的例子，将抽象

的数学问题形象化[4] [7] [8]。 
本文将应用杜宾斯基的 APOS 活动(Action、Process、Object、Schema)理论[9]，进一步分析学生学习

依测度收敛概念时所遇到的认知困难的根源，并提出行之有效的教学路径，旨在培养学生深层次数学思

维能力。 

2. 依测度收敛的数学内涵与认知定位 

2.1. 依测度收敛的定义与特性[1] [2] 

设 ( ){ }nf x 是一列 . .a e 有限的可测函数，若存在 . .a e 有限的可测函数 ( )f x ，使得对任意 σ 0> ，有

lim 0nn
mE f f σ

→∞
 − ≥ =  ，则称函数 ( ){ }nf x列 依测度收敛于 ( )f x ，记作： ( ) ( ) 

m

nf x f x⇒ 。 

与逐点收敛相比，依测度收敛不关心函数在每一点的表现，而是关注函数值差异较大的点所构成的 
集合的测度是否随着 n 增大而趋于零。这意味着，即使对于每一个固定的 x ，函数列 ( ){ }nf x 都不收敛，

整个函数列仍有可能依测度收敛。 
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2.2. 在收敛模式网络中的定位 

在实分析中，多种收敛模式构成了一个复杂的网络，理清依测度收敛在此网络中的位置至关重要。

依测度收敛与其它收敛模式的关系可通过以下定理体现[1] [2]： 
(1) 勒贝格定理：设mE < ∞，{ }nf 是 E 上的一列 a.e.收敛于一个 a.e.有限的函数 f 的可测函数列，则

m

nf f E⇒ 于 。 

(2) Riesz 定理：设在 E 上{ }nf 依测度收敛于 f ，则存在子列{ }knf 在 E 上 a.e.收敛于 f 。 

(3) 函数列的一致收敛性质可以推出它是 pL 收敛的，进一步，可以推出它也是依测度收敛的(在有限

测度空间下)。 
这些关系表明，依测度收敛是比逐点收敛和一致收敛更“弱”的一种收敛形式，但它在测度论框架

下具有更好的理论性质。学生必须将其置于这个收敛模式的“生态系统”中理解，而非孤立地学习。 

3. 基于杜宾斯基的 APOS 理论分析依测度收敛学习的认知难点根源[9] 

APOS 理论认为，个体对数学概念的建构经历四个阶段：活动(Action)、过程(Process)、对象(Object)
和图式(Schema)，学生对“依测度收敛”的学习困难正体现在这四个阶段的跃迁上。 

3.1. 活动(Action)阶段：缺乏直观的物理操作基础 

• 困难点：大多数数学概念最初都源于具体的、可操作的活动(如数数、测量)。然而，“依测度收敛”

的“活动”基础极其抽象。学生无法通过具体的、物理的操作来感知“一个点集的测度趋于零”这一

过程。测度本身就是一个高度抽象的对象(尤其是对于勒贝格测度)，而“依测度收敛”的操作是发生

在函数列和测度空间上的内部心理操作。 

• 表现：学生只能机械地记忆定义：“对于任意σ ，那个集合的测度趋于 0”。他们无法在脑海中动态

地“运行”这个过程，无法想象随着  n 增大，那些满足“ ( ) ( )nf x f x σ− ≥ ”的点集 ,nE σ 是如何变化

的。这与学习导数时想象“割线变切线”的直观动态过程形成鲜明对比。 

3.2. 过程(Process)阶段：无法将静态定义转化为动态心理过程 

• 困难点：即使学生记住了定义，将其内化为一个可重复执行的、连贯的心理过程仍然非常困难。这个

过程需要： 
• 第一步：固定一个误差标准σ  (想象一个容忍带)； 
• 第二步：对于序列中的每一个函数 nf ，在定义域中找出所有“超出容忍带”的点，构成一个集合 ,nE σ ； 
• 第三步：测量这个“坏集合” ,nE σ 的大小，即求 ,  nm E σ ； 
• 第四步：观察这个测度值序列{ },  nm E σ 是否随着  n ∞→ 而趋于 0； 

• 第五步：意识到这个过程必须对每一个(任意小的) σ  > 0 都成立。 
• 表现：学生常常无法完整地在心理上执行这五步。他们可能会混淆变量，例如不理解为何要先固定  σ ；

他们可能难以将“点集 ,nE σ ”和“测度值 ,  nm E σ ”区分开；最关键的是，他们无法将这个过程视为一

个整体的、协调的动态序列。 

3.3. 对象(Object)阶段：难以将过程“封装”为一个可操作的实体 

• 困难点：这是最核心的认知飞跃，学生需要将上述复杂的“过程”压缩成一个名为“依测度收敛”的

静态数学对象。只有完成这种“封装”(Encapsulation)，才能对其进行更高层次的运算和推理。 
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• 表现： 
无法谈论收敛本身：当学生无法将其对象化时，他们无法理解“收敛”是一种性质，一个函数序列

可以“具有”这种性质。他们看到的只是一堆令人困惑的符号和逻辑链条。 

无法进行逻辑操作：在证明与其它收敛模式的关系(如“几乎处处收敛能否推出依测度收敛？”)或
进行反例构造时(如构造一个依测度收敛但不处处收敛的例子)，需要将“依测度收敛”作为一个整体对象

来思考和使用。学生在此类任务上感到极度困难，正是因为他们仍在“过程”阶段挣扎，未能形成“对象”。 

符号理解障碍：定义中的符号 lim 0nn
mE f f σ

→∞
 − ≥ =  对学生来说只是一个需要满足的条件，而不是

一个名为“收敛”的对象的名称。 

3.4. 图式(Schema)阶段：难以将其整合到已有的函数收敛知识网络中 

• 困难点：学生已有的关于函数收敛的图式是建立在逐点收敛和一致收敛之上的，这两个概念都强烈依

赖于函数值的点态行为。而“依测度收敛”的图式是基于集合测度的，这与原有图式存在根本性冲突。 
• 表现： 

概念混淆：学生最典型的错误就是混淆“依测度收敛”和“逐点收敛”。他们无法理解为什么一个

序列可以依测度收敛但在每一点都不收敛(如“跑动的特征函数”的例子)。他们的原有图式过于强大，导

致新的、反直觉的图式难以建立。 
孤立的知识点：即使学生勉强理解了定义，“依测度收敛”在他们的知识结构中也只是一个孤立的、

奇怪的定义，无法与勒贝格积分、概率论(依概率收敛)中的相关概念建立有效连接，他们的图式是脆弱和

不完整的。 

4. 依测度收敛学习的认知难点 

上面分析了学生在“依测度收敛”概念的学习困难的根源，下面我们具体来分析学生对“依测度收

敛”的学习的认知难点。 

4.1. 抽象性与反直观性：从“点”到“集”的思维跃迁 

学生长期习惯于逐点思维：要判断 ( ){ }nf x 是否收敛 ( )f x ，他们会本能地固定一个点 x ，观察 ( ){ }nf x

是否趋近于 ( )f x 。而依测度收敛要求他们将注意力从“点”转移到“集合”上，关注的是集合

( ) ( ){ }, :n nE x f x f xσ σ= − ≥ 的测度变化趋势。 

这种思维转换是反直觉的。学生难以接受这样一种现象：一个函数列可以在很大一部分点上(甚至几

乎处处)不收敛，但只要那些“不听话”的点(即差值超过σ 的点)所构成的集合越来越小(测度趋于零)，它

就算是依测度收敛。这种“抓大放小”的整体性思维是认知上的一个巨大跨越。 

4.2. 与其它收敛模式的混淆与辨析困难 

实分析中多种收敛模式并存，极易造成混淆。 
• 与几乎处处收敛的混淆：学生常错误地认为“依测度收敛”等价于“几乎处处收敛”，或者无法理解

Riesz 定理所揭示的“依测度收敛蕴含几乎处处收敛的子列”这一深层联系。他们难以构造和理解那些

依测度收敛但不几乎处处收敛的经典反例(如“逐步移动的特征函数”，见下面的例 1)。 
• 与 pL 收敛的混淆：在有限测度空间下， pL 收敛能推出依测度收敛，但反之则不成立。学生可能不理解

pL 收敛要求的是一种更强的“积分意义下的平均逼近”，而依测度收敛是一种更弱的“分布意义上的

集中”。 
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缺乏对上述关系的清晰辨析，学生头脑中的知识是孤立的、模糊的，无法形成有效的知识网络。 

4.3. 对反例构造的理解与接受障碍[1] [2] [4]-[7] [8] 

为了阐明依测度收敛与逐点收敛的差异，教学中必须引入反例，最典型的反例是定义在 ( ]0,1 上的一

列特征函数。 
例 1 设 (0,1]E = ，对每个正整数 n ，把 E 等分为 2n 个小区间，定义 2n 个函数如下： 

( ) ( )

11, , ,
2 2

10, ,
2 2

n n
n

j

n n

j jx
f x

j jx

 − ∈   = 
−  ∈   

，

 

1, 2, , 2nj =   

( ) ( ){ }n
jf x 是先按 n 后按 j 的顺序形成的函数列， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 2
1 2 1 2 3 4 1 2 2

, , , , , , , , , , ,n
nn nf x f x f x f x f x f x f x f x f x    

则(1) ( ) ( ){ }n
jf x 在 E 上依测度收敛于 0； 

(2) 对任意 ( ] ( ) ( )0,1 , n
jx f x∈ 的值在 0 和 1 之间无限次振荡，从而不逐点收敛于任何函数。 

这个反例的构造本身需要学生有良好的空间想象能力和对区间划分的理解。许多学生只能机械记忆

这个反例的结论，而无法在头脑中动态地模拟出函数列“波峰”移动的过程，从而无法真正信服和理解

其本质。 

4.4. 概率诠释的转换困难(在概率论背景下) 

在概率论中，随机变量序列{ }nX 依概率收敛于随机变量 X ，其定义与依测度收敛完全一致。这对于

数学专业的学生而言，本应是一个帮助理解的桥梁。然而，许多学生并未建立坚实的概率论直观，或者

无法将测度空间 ( ), ,X m 与概率空间 ( ), , pΩ  顺畅地联系起来。他们难以将“例外集的测度趋于零”理

解为“发生较大偏差的概率趋于零”这一直观的概率解释，从而错失了一个极佳的理解工具。 
 
Table 1. Main cognitive difficulties in learning the convergence in measure 
表 1. 依测度收敛学习中的主要认知难点 

认知难点类型 核心问题 具体表现 

抽象性与反直观性 思维模式从“点”到“集”的转

换困难 难以接受“整体收敛”而非“逐点收敛”的理念 

概念辨析困难 多种收敛模式关系复杂，易混淆 分不清依测度收敛、a.e.收敛、 pL 收敛的强弱与关系 

反例理解障碍 反例构造动态、抽象，难以想象 无法理解“移动波峰”类反例的构造原理和目的 

概率诠释转换失败 未能建立与概率论的直观联系 无法将数学定义转化为“概率趋于零”的直观理解 

5. 教学突破策略与实践方法 

针对上述认知难点(见表 1)，教学策略应从降低认知负荷、促进意义建构、强化直观理解入手。 

5.1. 动机先行与概念引入：从疑问开始 

不要直接抛出定义，应从问题出发，创设认知冲突。 
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• 提出问题 1：“一致收敛和逐点收敛要求太强，是否存在一种更‘宽容’的收敛方式，只要求函数列

‘在大多数点上’接近极限函数即可？” 
• 提出问题 2：“在概率论中，我们说‘频率趋于概率’，‘样本均值趋于总体均值’，这究竟是一种

什么样的收敛？它和数学分析中的收敛一样吗？”通过这些问题，激发学生的求知欲，明确学习依测

度收敛的必要性和目的性，让学生带着问题去学习。 

5.2. 多元表征与可视化：变抽象为具体 

利用图形可视化是化解抽象性的利器，在讲解定义和反例时，应大量配合图形。 
• 可视化讲解：绘制函数 ( )nf x 和 ( )f x 的图像，展示一个函数列逼近极限函数的过程，用阴影区域醒目

地标出例外集 ( ) ( ){ }, :n nE x f x f xσ σ= − ≥ 。制作动画，动态展示随着 n 的增大，这个阴影区域的“宽

度”(区间长度/测度)在不断缩小，即使其“高度”可能不变或位置在移动，让学生直观感受“例外集

测度趋于零”。 
• 反例辨析：引入“在(0, 1]上移动的特征函数”反例。用动画演示一个宽度不断缩小的“波峰”或“脉

冲”在区间(0, 1]上来回扫描的过程。让学生直观地看到，对于任何一个固定的点，总会被“波峰”无

限次扫过(故不逐点收敛)，但每次“波峰”所占的空间(测度)越来越小，得出结论：依测度收敛于 0。 

5.3. 正反例辨析与比较学习：在对比中深化理解 

精心设计一组正例和反例(见表 2)，组织学生进行比较辨析，是理清楚概念关系的有效途径。通过小

组讨论，填写表格，比较不同序列在不同收敛模式下的表现。 
 
Table 2. The exercise questions comparing different types of convergence 
表 2. 比较不同收敛类型练习题 

序号 函数列的定义( n N +∈ ) 定义域 收敛类型辨析 教学目的 

1 ( )n
xf x
n

=  [ )0,x∈ ∞  

收敛于 ( ) 0f x =  

逐点收敛：是 
一致收敛：否 
a.e.收敛：是 
依测度收敛：是 

展示：不一致收敛，但是

逐点收敛、a.e.收敛、依测

度收敛 

2 ( ) n
nf x x=  [ )0,1x∈  

收敛于 ( ) 0f x =  

逐点收敛：是 
一致收敛：否 
a.e.收敛：是 
依测度收敛：是 

同上 

3 ( ) ( )

11, , ,
2 2

10, ,
2 2

n n
n

j

n n

j jx
f x

j jx

 − ∈   = 
−  ∈   

 [ ]0,1x∈  

收敛于 ( ) 0f x =  

逐点收敛：否 
一致收敛：否 
a.e.收敛：否 
依测度收敛：是 

展示：依测度收敛，但是

处处不收敛 

4 ( ) ( )10,
n

n

f x xχ
 
  

=  [ )0,x∈ ∞  

收敛于 ( ) 0f x =  

逐点收敛：是 
一致收敛：否 
a.e.收敛：是 
依测度收敛：是 

展示：a.e 收敛的定义 
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续表 

5 ( ) ( )10,
n

n

f x n xχ
 
  

=  x R∈  

收敛于 ( ) 0f x =  

逐点收敛：是 
一致收敛：否 
a.e.收敛：是 
依测度收敛：是 

展示： 
即使函数值可以变得任意

大，仍然可以依测度收敛 

6 ( ) ( )sinnf x nx=  x R∈  

收敛于 无 
逐点收敛：否 
一致收敛：否 
a.e. 收敛：否 
依测度收敛：否 

展示：不收敛的例子 

7 ( )
( )2

1
1 1nf x

nx
=

+ −
 [ ]0,1x∈   

收敛于 ( ) 0f x =  

逐点收敛：是 
一致收敛：否 
a.e.收敛：是 
依测度收敛：是 

综合练习，展示：一个

“移动且收缩”的波包 

 
延伸提问：能否修改例 3，使其几乎处处收敛？ 
通过这样的对比练习，学生能从抽象的符号定义中跳出，通过具体的函数图像和数值关系，真正建

构起对各种收敛模式的理解。 

5.4. 技术辅助与动态模拟：赋能数学实验 

鼓励学生使用数学软件(如 Python、MATLAB)亲自编程实现反例的动态演示。 
• 实验任务：编程绘制“移动特征函数”前 20 项的图像，并计算例外集 ,0.5nE 的测度，观察其随 n 的变

化趋势。这种“做中学”的方式，将被动接受变为主动探索，极大地加深了学生对反例动态本质的理

解，也培养了其科学计算能力。 

5.5. 建立纵横联系：编织知识网络 

教师要引导学生将新概念与已有知识建立广泛联系，形成知识网络。 
• 纵向联系：指出依测度收敛是数学分析中收敛概念的推广和深化，是更一般的“度量收敛”概念在函

数空间的一种体现。 
• 横向联系：着重强调与概率论中“依概率收敛”的等价性。用“频率”、“估计量的相合性”等概率

实例来诠释依测度收敛，实现知识的迁移与融合。同时，点明它在更高级课程(如调和分析)中的地位。 
• 概率诠释：引导学生将 , nE σ 理解为“发生较大偏差( σ≥ )的事件”，其测度就是“偏差概率”

( )P 0nX X σ− ≥ → 。 

6. 结论与展望 

依测度收敛作为实分析教学中的一个关键点，其学习过程充分体现了学生从经典数学分析思维向现

代测度论思维转换时所面临的挑战。本文分析了其在抽象性、概念辨析、反例理解及知识关联等方面的

认知难点，其根源在于思维范式从“逐点”到“整体”的跃迁。针对这些难点，本文提出了教学突破策

略：(1) 以问题驱动替代定义灌输，激发内在学习动机；(2) 充分利用图形可视化和动态模拟技术，将抽

象概念具象化；(3) 通过正反例的深度辨析与比较，主动建构清晰的知识网络；(4) 建立与概率论等学科

的紧密联系，实现知识融合与应用。 
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未来，随着教育技术的不断发展，基于虚拟现实(VR)或增强现实(AR)的交互式数学实验平台或许能

为依测度收敛等高度抽象的概念提供更具沉浸感的环境。同时，对学生学习路径的长期追踪与基于大数

据的学习分析，将有助于进一步精准识别认知障碍，实现个性化教学引导。最终，通过这些教学创新，

引导学生成功跨越认知鸿沟，不仅掌握知识本身，更深刻领悟现代数学的思想精髓。 
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