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摘  要 

数学概念是构成数学知识体系的基本单元，对培养学生的数学推理与问题解决能力具有奠基性作用。本

文基于CPFS结构理论，系统分析其内涵及在高中数学概念教学的价值，结合“函数的概念”教学这一核

心内容，提出了“注重概念生成，构建概念网格”与“适时教学反思，促进概念有效应用”的教学策略，

旨在通过“生成–联系–反思”的系统设计，帮助学生完善概念体系，发展学生的数学核心素养，为终

身学习奠定基础。 
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Abstract 
Mathematical concepts serve as the fundamental building blocks of mathematical knowledge sys-
tems, playing a foundational role in cultivating students’ mathematical reasoning and problem-
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solving abilities. This paper systematically analyzes the connotation and educational value of CPFS 
structural theory in high school mathematics concept instruction. Focusing on the core teaching 
content of “the concept of functions”, it proposes two pedagogical strategies: “concept generation-
focused development and conceptual framework construction” and “timely teaching reflection to 
enhance effective application”. Through a systematic design of “generation-connection-reflection” 
processes, the study aims to help students refine their conceptual systems, develop core mathemat-
ical competencies, and establish a solid foundation for lifelong learning. 
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1. 引言 

数学概念是数学知识体系的“细胞”，每一个概念通过内在逻辑关联形成结构化的知识网络，它既

是学生理解数学的基石，也是发展数学核心素养的关键载体。《普通高中数学课程标准(2017 年版 2020
年修订)》明确指出，需要加强学生对基本概念和基本思想的理解和掌握，促进其核心素养的发展[1]。可

见，数学概念对数学教学至关重要，它的掌握程度影响着数学问题的解决。然而，在实际教学中，数学

概念教学却面临着诸多问题：其一，教学方式单一。教师多采用“讲授法”直接传递概念结论，学生被动

接受，他们缺乏对概念本质的主动探究，难以将概念内化为个性化的认知结构[2]；其二，重解题轻概念。

部分师生将数学学习的目标窄化为“解题技巧训练”，忽视概念教学的基础性作用，导致学生的“概念

域”与“概念系”不完善，在应用概念时可能会出现各种各样的问题；其三，师生忽视教学反思。数学概

念的高度抽象性与逻辑性使得学生在应用时易出现偏差，若缺乏及时的修正与反思，错误认知将持续累

积，从而阻碍概念的深度理解[3]。这些问题都反映了一个核心问题：如何帮助学生从“表层记忆”转向

“本质理解”，从“孤立认知”转向“系统建构”。 
针对数学概念教学存在的问题，需要从理论层面重新审视数学概念教学的本质。数学概念教学的理

论演进始终与学习心理学的发展紧密关联。建构主义理论强调知识是学习者在原有的认知基础上主动建

构的产物，但它未系统关注数学知识之间的内在逻辑联系[4]；APOS 理论描述概念形成的“活动–过程

–对象–图式”四种心理阶段，强调学生对数学概念的建构过程，但却缺乏对概念网格化关联的刻画[5]。
CPFS 结构理论是喻平教授结合心理学的特点和学生数学学习特有的心理规律，它不仅融合了建构主义理

论的“主动建构”思想，还考虑到 APOS 理论的概念的建构过程，为概念学习提供了系统化的认知结构。

[6]在函数概念教学方面，自狄利克雷提出现代函数定义以来，教学研究经历了从“变量说”到“映射说”

再到如今的“对应关系说”的演进，虽然多重表征理论和 HPM 理论研究虽然丰富了教学手段，但却未能

有效解决认知结构碎片化的问题。本文以函数教学为例，通过对比 CPFS 结构理论和经典理论，论证其

在破解“碎片化”难题中发挥着独特的价值，并为教学实践提共路径支持。 

2. CPFS 结构的组成 

2003 年，喻平教授结合心理学的特点和学生数学学习特有的心理规律，提出了 CPFS 结构理论，它

是由概念域、概念系、命题域、命题系四部分组成，是数学学习中特有的认知结构，为教师的概念教学
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设计提供了一种新的思路方法[6]。概念域是指某个数学概念中所有的等价的图式，它的形成意味着学生

知道这个概念可以从多个等价的角度来理解和定义，并且能在不同情境下灵活运用这些等价定义[6]。例

如，对于“函数的概念”，其中概念域可以包括：从变量的角度可解释为“函数是描述一个量(自变量)如
何随着另一个量(因变量)的变化而变化”；也可以从映射的角度解释为“函数是两个集合 ,A B 之间的一种

特殊对应关系， :f A B→ ”；还可以从有序对解释为“函数是其定义域和值域之间满足特定条件的有序

对集合”等。概念系是有数学抽象关系或逻辑关系中的一组概念形成的概念网格。概念系强调了数学知

识间的联系性，构建了旧知与新知的桥梁，让学生将知识构建成一个完整的知识体系[6]。例如，可以写

出以“函数”为结点的概念网格，使知识不再孤立。我们从中可以发现：概念域是概念系的子图式。命题

域是典型命题的等价命题集与连接这些命题之间的互推关系所形成的结构，等价命题网格图式就称为典

型命题的命题域[6]。例如，函数概念的命题域可以从直观文字描述到严格的数学定义，再到几何判定和

计算实现等多种逻辑等价的命题形式。命题系是在一个命题集中，每一个命题都至少与其它一个命题相

交，这样该命题就划分为半等价命题的图式。根据概念系和概念域，我们不难发现，命题系可作为命题

域的自然推广。 

3. CPFS 结构在概念教学中的意义 

CPFS 结构通过“知识网格化”与“关联结构化”，系统解决了数学教学中“碎片化”与“迁移难”

的痛点。 

3.1. 助力知识化单元整体建构，破解“碎片化”难题 

CPFS 结构将知识和思想融为一体，能系统地解决数学教学知识碎片化、知识点迁移困难等痛点问题，

并为深度理解数学概念和落实学科核心素养提供了结构化路径。通过构建概念域和概念系，可以促进知

识网格化，深化学生对概念本质的理解，增强概念的可辨性；通过整合命题域和建立命题系，能够强化

知识之间的逻辑关系，形成一套可迁移的方法体系。并且在数学教学实践中，CPFS 结构为教师整体教学

设计提供了新的方向，同时也重构了复习和评价体系，使教学从单纯的灌输转变为对学生认知结构的诊

断与修复，并指导教师进行单元主动跨章节知识网格的构建，有助于学生将头脑中的知识内化成自己的

CPFS 结构[7]。 

3.2. 提升问题解决能力，构建“知识到应用”的桥梁 

解决数学问题的核心是从已知条件中提取关键有效信息，建立起问题与知识的联系。在传统学习中，

学生的知识常常孤立储存，遇到数学问题时，往往需要在头脑中逐一搜寻相关知识，这不仅浪费时间，

还可能遗漏关键信息。优良的 CPFS 结构能够提升学生的问题表征能力[8]。其中“域”包含多个等价表

征和相关表征，“系”将知识联系成知识网格，使知识具有逻辑关联性。“域”和“系”将知识网格化，

形成“关系集群”，不仅能帮助学生在头脑中快速寻找与问题相关的知识，还能帮助学生从不同问题中

找到共性，实现“多题归一”，在解决综合问题时，实现不同知识模块的迁移。因此 CPFS 结构可以构建

“知识到应用”的桥梁。 

3.3. 培养终身学习能力，奠定可持续发展难题 

数学学习的终极目标不仅是让学生掌握数学知识，更重要的是帮助学生形成“自主学习、自主建构

知识”的能力。CPFS 结构本质是思想和方法的结合，是一种可迁移的“学习方法”。学生在构建 CPFS
结构的过程中，逐渐掌握“梳理知识、建立关联”的学习策略，这种策略不仅可以迁移到今后的数学学

习中，还能迁移到其他学科的学习中，从而培养学生终身学习的能力。 
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4. 高中概念课教学的问题 

当前高中数学概念教学与 CPFS 结构的核心要求存在显著差距，主要表现为： 
首先，概念生成不足：在概念教学中，教师直接传授结论，学生未经历“具体→抽象”的概念形成过

程，难以构建丰富的“概念域”(如仅从变量角度理解函数，忽略映射、有序对等等价定义) [2]。其次，

概念联系薄弱：忽视概念间的逻辑关联(如函数与方程、图像、实际问题的联系)，导致“概念系”松散，

学生无法将知识联结为整体；最后，反思机制缺失：缺乏对概念形成过程与应用过程的反思，学生难以

辨析认知误区(如忽略定义域、混淆变量对应关系)，阻碍概念的深度内化[3]。 

5. 基于 CPFS 结构高中函数概念教学策略 

以“函数的概念”教学为例，提出两大核心策略，通过“生成–联系–反思”的系统设计，帮助学生

完善概念体系，落实 CPFS 结构的核心要求。 

5.1. 注重概念生成，构建概念网格 

CPFS 结构强调“概念域”与“概念系”的构建，需引导学生从多元视角理解概念，并建立新旧知识

的关联网络。在函数教学中，可通过“情境驱动–抽象归纳–深度辨析”的路径，推动学生亲身经历概

念生成过程。 

5.1.1. 情境导入：多视角感受函数关系 
情境 1 (解析式)：随着中国经济的高速发展，高铁成了大多数人出行的重要交通工具，它大大减短我

们出行的时间。某高铁在行驶的过程中，最高速可达到 350 km/h，可在这一速度上匀速行驶半个小时。

那么在这段时间内，行驶的距离 S 和时间 t 的关系式为： 350S t= 。 
情境 2 (解析式)：某电气维修公司要求工人每周工作至少 1 天，至多 6 天。如果公司确定的工资标准

是每个人 350 元，而且每周付一次工资，那么你认为该怎样确定一个工人每周的工资？一个工人的工资

w  (单位：元)是他工作天数 d 的函数吗？ 
情境 3 (图象法)：如图 1 是某个城市的一天的温度变化图，你能尝试用两个数集表示温度和时间吗？ 
 

 
Figure 1. Temperature change graph 
图 1. 温度变化图 

 

情境 4 (表格法)：国际上常用恩格尔系数 100%r r = × 
 

食物支出金额
总支出金额

反映一个地区人民生活质量的 
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高低，恩格尔系数越低，生活质量越高。如表 1 是我国某省城镇居民恩格尔系数变化情况，从中可以看

出，该省城镇居民的生活质量水平越来越高。 
 
Table 1. Changes in Engel’s coefficient of urban residents in China 
表 1. 我国某城镇居民恩格尔系数变化情况 

年份 x 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 

恩格尔系数 r (%) 36.69 36.81 38.17 35.69 35.15 33.53 33.87 29.89 29.35 28.57 

 
通过问题链(如“变量如何变化？”“对应关系是否唯一？”“能否用数集描述？”)引导学生从具体

实例中提取共性特征，激活已有认知(如初中的变量关系)，为抽象概念奠定基础。 

5.1.2. 归纳抽象，提炼函数本质 
观察表 2 汇总，用精准语言表达函数有什么共同的特征？ 
 

Table 2. Summary table 
表 2. 汇总表 

现实情境 自变量数集 对应关系 因变量数集 

情境 1 { }0 30A t= ≤ ≤  350S t=  { }0 175B S= ≤ ≤  

情境 2 { }1,2,3,4,5,6t =  350S t=  { }350,700,1050,1400,1750,2100W =  

情境 3 { }0 24t t= ≤ ≤  图 { }3 5T T= − ≤ ≤  

情境 4 
{

}
2006,2007,2008,2009,2010,

      2011,2012,2013 2014,2015

x =

，
 表 

{
}

36.69,36.81,38.17,35.69,35.15,

      33.53,33.87,29.89,28.57

r =
 

 
将四个情境放入一张表格中进行对比分析，聚焦核心问题： 
在这些情境中，两个变量的共同联系是什么？能否用两个数集(自变量集 A 和因变量集 B )和对应法

则 f 描述这种关系？(对于 A 中的每一个数，在 B 中都能找到唯一的值与之对应)函数定义在这四个情境

中是等价的吗？(从不同情境中感受函数概念的形成，加深概念的理解)，最终引导学生归纳出高中函数的

定义：函数的概念：一般地，设 ,A B 是非空的实数集，如果对于集合 A 中的任意一个数 x ，按照确定的

关系 f ，在集合 B 中都有唯一确定的数 y 和它对应，那么就称 f ：A B→ 为称集合 A 到集合 B 的一个函

数，记作 ( ) ,y f x x A= ∈ ，其中，x 的取值范围 A 叫做函数的定义域，集合 ( ){ }f x x A∈ 叫做函数的值域。 

5.1.3. 深化辨析，完善概念网格 
通过对比与追问(如“情境 1 与情境 2 的函数定义域为何不同？”“若 350S t= 中 t 可取任意实数，

函数关系是否变化？”)，引导学生从“变量对应”“映射关系”“定义域限制”等多角度理解函数，构

建以“函数”为核心的“概念系”(关联变量、对应法则、定义域、值域等概念)，完善认知网格。 

5.2. 注重判断与联结，构建命题网格蓝图 

在函数概念教学的基础之上，函数性质教学是学生发展逻辑推理能力的关键环节。下面以“函数的

单调性”为例，通过“情境导入–命题生成–联系拓展–反思应用”的路径，完善命题域和命题系。 

5.2.1. 情境导入：从多角度感知单调性 
情境 1 (生活实例)：若学生每天完成固定的作业，随着天数的增加，那么作业的累计完成度会随着天
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数的增加而增加。 
在我们的日常学习中，随着学习量的增加，那么我们积累的知识就会越来越多，但是如果我们没有

及时记忆的话，那么我们就遗忘的越多，能记忆知识的数量就会越来越少。 
情境 2 (函数图像)：在我们的日常学习中，接触着各种各样的知识，但是如果我们没有对这些知识及

时复习，对知识的记忆量会随着时间增加而逐渐减少。记忆量与时间的关系如图 2 所示： 
 

 
Figure 2. Ebbinghaus curve 
图 2. 艾宾浩斯曲线 

 
情境 3 (解析式)：分析二次函数 ( ) 2f x x= 在 ( )0 +∞， 上的变化情况。 
通过这些情境，学生从图像、代数和应用多个角度感知单调性，为命题域的构建奠定基础。 

5.2.2. 命题生成：通过等价表述构建命题域 
引导学生归纳单调性的多种等价命题，形成命题域。以下以增函数为例，展示命题域蓝图： 

 
定义表述 若函数 ( )f x 在区间 D 上单调递增，则对于 1 2,x x D∀ ∈ ，当 1 2x x< 时，有 ( ) ( )1 2f x f x<  

导数表述 若 ( )f x 在区间 D 上可导，则 ( ) ( )0f x f x′ > ⇒ 在 D 上单调递增 

图象特征表述 若函数图像在区间 D 上从左至右呈现上升趋势，则函数 ( )f x 单调递增 

差商表述 对 1 2,x x D∀ ∈ ，且 1 2x x≠ ，若
( ) ( )1 2

1 2

0
f x f x

x x
−

>
−

，则该函数 ( )f x 单调递增 

 
通过表格对比，让学生理解这些命题的等价性及适用条件(如导数表述需函数可导为前提)。类比单调

递增让学生尝试自己独立构建单调递减的命题域表格。帮助学生完善“命题域”，理解单调性的等价命

题集。 

5.2.3. 联系拓展：建构命题系强化知识网格 
可将单调性放入更广的命题网格之中，形成命题系，强化它与导数、极值等概念的逻辑关联： 

 

导数的联系 
通过几何直观(如切线斜率)引导学生理解 ( ) 0f x′ > 与函数递增的关系，并讨论 ( ) 0f x′ = 的

点(如驻点)对单调性的影响。 

极值的联系 探究单调性与极值的关系，例如“严格单调函数无极值”“单调区间端点可能取得最值”。 

方程的联系 分析单调函数 ( ) 0f x = 的根的唯一性，并引申到反函数存在性定理。 

其他性质的交叉 对比奇偶性、周期性，如“奇函数在对称区间上单调性一致”等命题。 
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这部分构建了“命题系”，即半等价命题的网络，确保 CPFS 结构全面应用。例如，学生通过命题系

能看到单调性与导数的充分必要性差异，从而深化迁移能力。 

5.3. 适时教学反思，促进概念有效应用 

在概念教学过程中，适时开展教学反思能够促进学生概念有效应用的重要环节。教师应在概念教学

的不同阶段，如引入概念后、例题讲解后、练习反馈后以及单元总结时，引导学生与自身对概念的理解

过程进行回顾与审视，如在函数的概念教学过程中，教师可以让学生思考“我是如何形成这个概念的？”

“这个概念的关键特征是什么？”“它在哪些问题中得到了应用，又是如何应用的？”等，帮助学生澄

清认知误区，强化对概念本质的把握。此外，教师还要鼓励学生建立概念反思笔记或概念应用案例库，

记录自己在不同情境中运用概念的经验与反思，有助于其逐步形成“反思–调整–应用”的良性循环，

从而真正实现概念从“理解”到“应用”的有效转化，提升数学问题解决能力与核心素养。 
在函数的概念与性质的实际教学中教师可以采取这样的反思行为： 
首先在引入函数的概念后，教师可以问学生：“我们是怎样从生活中的变量关系一步步抽象出函数

定义的？”“你认为函数最核心的特征是什么？”“你是怎样理解‘函数是描述两个数集之间的特殊关

系’这一数学本质”等数学问题，加深学生对函数概念的理解。其次，在例题讲解后，教师可让学生反思

“我们怎样判断它可以构成函数关系？用了哪些函数的基本要素”，帮助学生将抽象概念与具体问题相

联系，加强概念的应用。在练习反馈后，可组织学生思考“我在解题时是否正确理解了函数的定义域、

对应关系与值域？有没有因忽略一些重要的因素？”通过这样的思考可强化学生对概念细节的把握。最

后，在进行单元总结时，教师鼓励学生建立“函数概念的反思笔记”，记录自己在不同问题情境下如何

识别函数关系，建立函数模型。在函数性质的教学中，教师可以问学生“单调性有多种表述，在解题中，

该如何选择最优的方法呢”，引导学生审视命题域和命题系。 
通过持续的反思，学生能够逐步形成“反思–调整–应用”的良性循环，不仅可以加深对概念的理

解，更能促进概念向应用迁移，提升学生数学核心素养的发展，真正实现概念从“理解”到“应用”的有

效转化。 

6. 结语 

CPFS 结构理论为高中数学概念教学提供了系统的认知视角与实践路径，本文通过“生成–联系–反

思”的系统设计，不仅帮助学生构建逻辑严密、联系紧密的概念认知体系，更能培养其数学抽象、逻辑

推理、数学建模等核心素养，为后续终身学习奠定坚实基础。在未来的教学中，教师应进一步强化 CPFS
结构，结合具体概念特点，设计分层、递进的概念生成与反思活动，从而推断数学概念教学从“知识传

递”向“认知建构”转型，切实提升数学教育的育人价值。 
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