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摘  要 

文章介绍了常数项级数在级数教学中的地位、作用、特点及重要性。对教学过程的创新性进行了深入的

讨论，概述了常数项级数部分的基本内容和课程内容引入的方法，拓展了在教学过程中常数项级数的实

际应用介绍，注重典型习题的举例和融入课程思政元素，并探讨了借助网络平台和AI工具引导学生深度

参与课程内容学习的具体实施步骤。相应的教学过程创新性经验也可用于其他课程的教学，具有一定的

可行性和较好的推广价值。 
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Abstract 
This paper introduced the status, role, characteristics, and importance of constant term series in 
series teaching. It deeply discussed the innovations in the teaching process. It outlined the basic con-
tent of the constant term series section and introduced the methods of introducing course content. In 
the teaching process, it expanded the practical application of constant term series. It emphasized the 
use of typical exercises as examples and incorporated ideological and political elements in the teach-
ing process. It explored the detailed implementation steps of using online platforms and AI tools to 
guide students to deeply participate in course content learning. The corresponding innovative teach-
ing process experience can also be applied to the teaching of other courses, with certain feasibility 
and good promotion value. 
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1. 引言 

无穷级数源于数列极限理论，它将离散的数列项通过无限累加构建起连接离散与连续的桥梁，既是

对“无穷”概念的具象化表达，也为数学从有限到无限的拓展提供了核心工具。常数项级数是无穷级数

的起点与基石，其他的级数类型，如幂级数、傅里叶级数、函数项级数等均以常数项级数的理论为前提。

常数项级数的理论结果为后续复杂级数的敛散性判定、求和运算提供根本理论依据，是无穷级数理论的

“逻辑模板”，其定义、性质、判别法可直接迁移或拓展到其他级数类型。因此，对常数项级数部分的课

程教学创新性研究具有十分重要的意义。 

2. 课程基本内容及教学引入 

常数项级数的基本内容围绕着定义、性质、敛散性判定及求和四大核心内容展开，是级数理论的基

础框架。常数项级数的核心定义包括：1) 常数项级数的定义：由常数数列{un}构成的无穷项和表达式 

1 2
1

n n
n

u u u u
∞

=

= + + + +∑  叫做(常数项)无穷级数，其中 un为级数的一般项[1]。2) 常数项级数的部分和：

级数的前 n 项和称为级数的部分和，即 1 2
1

n

n i n
i

S u u u u
=

= = + + +∑  。3) 常数项级数的敛散性：若 lim nn
S S

→∞
=  

(S 为有限常数)，则级数收敛，S 为级数的和；若极限不存在(或为无穷)，则级数发散。 
常数项级数的基本性质：1) 线性性质：收敛级数的线性组合仍收敛。2) 敛散性与有限项无关：去掉、

添加或改变级数的有限项，不改变其敛散性(收敛时和可能变化)。3) 收敛级数的必要条件：若级数收敛，

则 lim 0nn
u

→∞
=  (逆命题不成立)。4) 收敛级数的结合律：对收敛级数的项任意加括号，所得新级数 

仍收敛，且和不变(发散级数加括号可能收敛)。 
常见的级数类型有正项级数、交错级数、任意项级数及一些特殊级数，如等比级数(几何级数)、调和

级数等。敛散性判定方法：对于正项级数的判定可用比较判别法、比值判别法(达朗贝尔判别法)、根值判

别法(柯西判别法)、积分判别法等；对于交错级数可采用莱布尼茨判别法进行判别。对任意项级数判别其

是绝对收敛还是条件收敛。 
对收敛级数求和的方法包括：直接求和方法，即利用部分和数列的极限求解，如等比级数求和；或

采用间接求和方法，即利用已知级数的和，如几何级数、泰勒级数展开式；或通过线性运算、逐项求导、

逐项求积公式等方法进行求和[1]。 
课程内容教学引入：在授课过程中，为激发学生的学习兴趣，教师可从古希腊哲学家芝诺提出的经

典悖论“阿基里斯追龟”问题[2] [3]入手。阿基里斯是古希腊的跑步健将，其跑步速度远超乌龟。假设乌

龟先出发 S 米到达 B 点，阿基里斯才开始从 A 点追赶。当他跑完这 S 米时，乌龟已向前爬了 BB1米；当

他再跑完这 BB1米时，乌龟又向前爬了 B1B2米；当他跑完 B1B2米时，乌龟又爬了 B2B3米；……，如此

循环下去，如图 1 所示，似乎他永远追不上乌龟。但在现实中，他一定能追上甚至超越乌龟。这个看似
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矛盾的问题，核心就在于“无限个小段的和是否为有限值”，而这正是要学习的常数项级数的本质问题。

通过引入有趣的问题达到引导学生思考的目的。 
 

 
Figure 1. The process of Achilles chasing the tortoise 
图 1. 阿基里斯追龟过程 

 
可通过量化阿基里斯的追赶距离和所用时间来观察无限求和不一定是无限大，其关键在于看部分和

是否趋近于固定值(收敛性)。如图 1 所示，设阿基里斯的速度为 v ，乌龟的速度为 qv ( )0 1q< < ，追龟 
过程中，可求出他跑完AB段、BB1段、B1B2段、……、BnBn+1段的时间分别为 1
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由部分和的定义可知，
( )1
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a q
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−
。当 1q < 时，级数收敛；当 1q ≥ 时，级数发散。因此，阿基

里斯追上乌龟所用时间为
1

1
S
v q
⋅
−

，他一定可以追上乌龟。 

本例通过分析追龟过程的本质拆解悖论，探讨了无限过程中的“有限总和”问题，从而引入常数项

无穷级数相关概念，在激发学生学习兴趣的同时也可帮助同学们理解相关基本概念。 

3. 在教学过程中拓展实际应用的案例 

在对常数项级数部分的讲授过程中，不仅要关注对基本概念、性质、收敛性判别方法及求和方法的

理论介绍，还要注意将相关的知识与学生所需学习的专业知识相结合，帮助学生从所学专业的角度理解

其对应的实际应用，使得理论问题得以具象化呈现。 
针对经济管理专业的学生，在其学习永续年金概念时，可借助等比级数来解释永续年金的数学模型

[4]，将抽象的数学工具转化为实际的资产定价方法，永续年金是级数在金融领域的典型应用场景。在介

绍项目净现值的计算时，其本质是有限项现金流折现级数的求和，核心是用有限项级数量化项目未来收

益的价值。在考虑供需平衡下的价格波动变化趋势时，可借助交错级数量化累计影响，达到辅助判断价

格波动趋势与累计收益的目的。若交错级数的项的绝对值逐渐减小(满足莱布尼茨收敛条件)，说明价格波

动幅度收窄，可能趋于稳定；若绝对值持续扩大，说明波动加剧，风险升高。由上述应用场景可以看出，

掌握级数工具可帮助管理者更精准地进行资金规划、投资决策与市场预测，是进行量化分析的重要手段。 
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针对理工科的同学讲解相关内容时，级数部分也有非常广泛的应用场景，如在计算机专业中，级数

部分是关于数值计算、算法优化、模拟仿真部分的核心数学工具，可将复杂问题转化为可迭代、可近似

的计算问题。编程中的数学库(如 C++的 cmath、Python 的 math 模块)和 MATLAB 的底层实现可通过泰

勒级数展开转化为多项式求和问题；在信息专业中，对探测目标进行定位误差分析时，可借助泰勒级数

将一阶权值推导至高阶，解决在低信噪比情况下定位精度差的问题[5]。在物理学中，级数是求解引力场

计算、天体运动分析、辐射传输建模[6]的有力工具，可通过级数展开法将复杂天体物理方程近似为可求

解的形式，为天体物理研究和观测解读提供关键支撑等。 

4. 授课中注重典型习题举例和融入课程思政 

在讲解常数项级数时，由于级数的类型非常丰富，而且判断级数敛散性的方法也十分多样，同学在

刚接触相关内容时，最直接的反应就是要记的内容太多，知识显得比较零散，不好确定用何种方法判定

所给级数的敛散性。因此，在授课过程中要注重讲解典型题目，做好定理间的类比和推广。可在详细讲

解等比级数、调和级数和 p-级数(p > 1)的敛散性后，再分别举例说明如何应用各种判别法判定级数的敛 

散性，如可用比较判别法判定
1

1
1n n n

∞

= +
∑ 的敛散性、用比值判别法判断

1 2n
n
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∑ 的敛散性、用根值判别法判

定
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∑ 的敛散性、用部分和极限来判定级数
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 的敛散性、

用柯西审敛原理判定
1

sin
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nx∞
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∑ 的敛散性、用莱布尼茨判别法判断 ( ) 1

1
1

10
n
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=

−∑ 的敛散性等。 

在收敛级数的性质中，若级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛，则 lim 0nn

u
→∞

= ，其逆命题不成立，可通过介绍格兰迪级数[7]

( )
0

1 n

n

∞

=

−∑ 来说明此问题。该级数因意大利数学家格兰(Guido Grandi)的深入研究而得名。其特殊之处在于

“部分和震荡不收敛”，是常数项级数中极具代表性的发散级数。 
瑞典数学家科赫(Koch)于 1904 年提出的科赫雪花是分形几何中最经典的图形之一[2] [3]。它的生成

规则是以等边三角形为初始图形，将原边分为三段，以中间段为底边，向外作一个新的等边三角形并移

除原边的中间段，保留新生成的三角形的两条腰，使原边变为由 4 段等长小线段组成的折线段。通过无

限次重复上述步骤得到的图形如图 2 所示。 
 

 
Figure 2. The formation process of Koch snowflake 
图 2. 科赫雪花的生成过程 

 
为方便计算，可设图 2(a)中的三角形边长为 a 。观察图形特点，可得出 2(a)中图形的周长 0 3s a= ，面 

积 2
0

3
4

A a= 。图 2(b)中的图形周长为 1
13 4
3

s a= × × ，面积为 1 0 0
13
9

A A A= + × 。图 2(c)中的图形周长为
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0
4
3

n

ns s =  
 

，面积为 0 0 0 0
1 1 4 1 4
3 3 9 3 9

n

nA A A A A  = + + ⋅ + + ⋅ 
 

 。 

科赫雪花的周长 lim nn
s

→∞
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  。科赫 

雪花的核心特征是“自相似性”和“无限迭代生成”，其边界长度趋于无穷，但面积始终有限，体现了

“有限空间中包含无限细节”的分形特性。该例子可拓展同学的知识面，帮助他们加深对常数项级数相

关概念的理解。 
在相关内容的教学中，可引入课程思政的内容。我国古代数学家在解决实际问题时也涉及到无穷级

数的思想，如刘徽的割圆术[8]。他以圆内接正六边形为起点，每次将边数翻倍(6 → 12 → 24 → … →2ⁿ × 
6)，计算每次新增的小三角形面积。圆面积约等于初始正六边形面积与所有新增小三角形面积之和，随着

边数的无限增加，总面积无限逼近圆面积，其过程等价于构造并逐步求和一个收敛的常数项级数，是常

数项级数“无穷求和逼近定值”思想的早期实践，说明了古代中国数学已具备朴素的极限与无穷级数思

维。在授课时，可借此例展现我国古代数学的领先程度，激发学生的民族自信心和自豪感，让学生感受

在学习和科研过程中要有“循序渐进、精益求精”的治学精神，理解传统数学智慧对现代理论的启发意

义。同时，还可推荐相关的数学史及科学家传记等资料，鼓励学生自主感悟家国情怀与科学精神。 

5. 借助网络平台和 AI 工具引导学生深度参与课程内容的学习 

近几年随着人工智能的飞速发展，许多网络平台和智能体的出现可有效帮助同学查找学习资料、方

便同学进行自学并帮助老师组织教学[9]。 
以雨课堂为例，教师可将自己的教案、PPT 资料和习题上传到平台。课前学生可通过调用智能 AI 学

伴进行知识要点的了解，对即将学习的内容进行预习。在授课过程中，教师可打开学伴，讲到重点及难

点部分，通过与学伴对话，生成详细的讲解内容，并将生成的内容发送至每位同学。可让 AI 学伴生成典

型习题，随时进行课堂测验，让学生通过投稿方式积极参与课堂教学。教师可通过雨课堂的投稿系统，

及时查看学生的课程参与度、对所授知识点的理解情况，具体了解每位同学的答题细节，从而判断学生

对相关内容的掌握情况，便于教师随时根据学情调整授课难度和授课进度。课后，若同学有未理解透彻

的部分，可根据雨课堂生成的课程回放有针对性地回看相关的讲解，记录未理解的地方并通过雨课堂与

老师互动进行答疑解惑。学生也可通过学伴总结所学内容的关键问题、查看知识图谱了解常数项级数各

个知识点之间的联系，从而加深对所学内容的理解。教师还可以不定期在雨课堂系统发布测验，了解学

生完成测验的时间、所做题目的准确率以及学生的学习态度等。 
除了雨课堂平台，学生还可选择豆包、KIMI、ChatGPT、DeepSeek 等工具预习常数项级数概念、敛

散性基本判定法等相关内容，随时提问，由AI及时解答并推送典型例题。教师授课时可播放使用GeoGebra
制作的“刘徽割圆术动态演示动画”展示正六边形→正 12 边形→正 24 边形逐步逼近圆的过程，同时用

AI 配音同步讲解割圆术与级数思想的关联。可引导学生利用 AI 工具编写级数求和代码，深刻体会级数

思想在数值计算中的应用等。可用 DeepSeek 定制任务，延续学习效果。如学生向 DeepSeek 输入指令“根

据常数项级数，生成敛散性判断基础题、设计级数在物理振动分析中的应用探究题和拓展题，附带解题

步骤提示”等。指导学生使用 DeepSeek 汇总常数项级数的核心知识点，生成“常数项级数、敛散性判定、

性质和实际应用”的知识图谱，方便学生复习。学生课后有疑问可随时通过 DeepSeek 咨询，它会以引导

式提问帮助学生自主解决问题，而非直接给出答案。学生亦可通过在多个智能体之间的切换提问来检验
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问题回答的正确性。 

6. 结语 

本文针对常数项级数部分教授过程中的教学创新性进行了研究。总结了常数项级数的定义、基本性

质、敛散性判别方法等知识点，并探讨了增加学习趣味性问题的课程引入方法：在教学过程中结合学生

所学的专业，有针对性地拓展级数部分的实际应用案例；注重选取典型例题讲解相关知识，并在授课过

程中融入课程思政来激发学生的学习热情；结合网络平台和借助 AI 工具辅助同学学习，增加学生学习的

主动性与课程教学的参与度，达到提高学生自主学习能力的目的。 
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