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摘  要 

幂级数及其和函数的性质是高等数学教学中的难点之一。本文主要探讨日常教学实践中遇到的问题。通

过讨论发现，核心问题源于对和函数定义的误解。因此，作者认识到重视学生提出的问题的重要性，并

尝试采用适当方法解答疑问，从而提升课堂教学效果。同时，这一过程也有助于教师改进教学技能，并

培养高等数学教学中概念意象渗透原则的意识。 
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Abstract 
Power series and the properties of their sum functions represent one of the challenging teaching 
points in advanced mathematics. This article primarily discusses issues encountered during routine 
teaching practice. Through discussion, it was discovered that the core issue stems from a misunder-
standing of the definition of the sum function. Consequently, the author recognizes the importance 
of valuing questions raised by students and attempts to use appropriate methods to address their 
queries, thereby enhancing classroom teaching effectiveness. Simultaneously, this process also 
helps teachers improve their teaching skills and fosters an awareness of the permeation of the 
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concept imagery principle in advanced mathematics instruction. 
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1. 引言 

由阿贝尔定理[1]以及柯西–阿达玛定理[2]知道，通常的幂级数都有收敛半径 R  (这里的 R 可以是

+∞ )，除了幂级数的收敛半径 0R = 的特殊情况外，一般的幂级数的收敛区间为 ( ),R R− ，在收敛区间内，

幂级数及其和函数具有良好的性质，如幂级数在收敛区间内具有连续性，逐项可导性，逐项可积性，和

函数在收敛区间内具有连续性，任意阶可导等。对于高数的教学而言，这些性质的证明在平时的教学中

一般不予证明，主要以应用为主[3]-[5]。然而在教学实际中学生提出的问题，作为教师本人还需要对幂级

数和函数的定义要有更加清晰的了解，以便于给学生更好的答疑解惑。 

2. 幂级数及其和函数性质的教学探讨 

在现行广泛选用的同济(第八版)高数教材中，笔者先列出书本上关于幂级数函数的三个性质，然后主

要针对学生对于性质 1 和 2 提出两个问题作教学探讨。 

性质 1：幂级数
0
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逐项积分后所得到的幂级数和原级数有相同的收敛半径。 

性质 3：幂级数
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逐项求导后所得到的幂级数和原级数有相同的收敛半径。 
对于上述的性质 1，2，3 通常在收敛区间内的讨论是容易的，然而幂级数及其和函数在收敛区间的

端点处性质的教学是个难点，理论上的分析在[2]中已经有较完善的叙述，然而本文主要以问题提出和举

例说明的方式进行阐述。接下来，我们假设幂级数的收敛半径为 0R > ，则收敛区间为 ( ),R R− ，收敛域有

四种可能，分别为： ( ) ( ] [ ) [ ], , , , , , ,R R R R R R R R− − − − 。 
问题 1：性质 1 表明和函数 ( )s x 在幂级数的收敛域上是连续的，然而如果幂级数的收敛区间是 ( ),R R− ，

而和函数 ( )s x 在 x R=  ( x R= − )处存在左(右)连续，是不是意味着幂级数本身在 x R=  ( x R= − )处收敛？ 
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对于问题 1，我们似乎可以举一个例子表明和函数 ( )s x 在 x R=  ( x R= − )处左(右)连续不意味着幂

级数本身在 ( )s x 处收敛。例如设幂级数为
0

n

n
x

∞

=
∑ 收敛区间为 ( )1,1− ，收敛域亦为 ( )1,1− ，易知其和函数为 
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显然函数 ( )s x 在 1x = − 处是连续的，而上述等式右端的幂级数
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个例子，幂级数 ( ) 2
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显然(2.4)左端的和函数 ( )S x 在 ( ),−∞ +∞ 上连续，故在端点 1x = ± 处连续，然而等式右端其幂级数

( ) 2
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−∑ 在 1x = ± 处发散。所以性质 1 表明了幂级数在收敛区间的端点处收敛，意味着和函数在该端

点处是单侧连续的，反之似乎不成立，即和函数在幂级数收敛区间的端点处单侧连续，推导不出其幂级

数在该端点处收敛。然而，仔细观察式(2.4)对等式两边(2.4)两边分别取在 1x = − 处的右侧极限，于是得到 
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对于等式(2.4)而言，是对于所有的 ( )1,1x∈ − 恒成立，为什么等式(2.4)两边取在 1x = − 处的右侧极限

就不相等了？当然我们可以把这种结果作为问题 1 的回答，但是仔细思考，总是令人不安!这也是在教学

过程中所遇到的问题，学生问了该问题之后，作为教师如何合理地回复？在实际教学中，该问题实际上

涉及到极限顺序的交换问题，即探讨在幂级数收敛区间的端点的极限顺序是否可以交换，也就是说等 

式
1 10 0

lim limn n

x xn n
x x

− −

∞ ∞

→ →= =

=∑ ∑ 是否成立？事实上，我们对和函数本身的理解有问题，幂级数的和函数实际上是

幂级数部分和 ( )ns x 的极限，也就是说幂级数(2.4)左端的和函数是 
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即于是实际上是讨论如下等式 
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在收敛区间的端点 1x = ± 的单侧极限是否存在。根据文献[2]，可以证明等式(2.7)等式的左端(右端)在
收敛区间的端点处收敛，都可以导致右端(左端)在相应的端点处收敛，并且两边在该端点处取单侧极限，

两边相等。可以容易看出部分和 ( )ns x 的极限 ( )s x 表达式如下 
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对于刚才列举的第二个例子(2.4)也可以作类似的解释。由以上的讨论得到问题 1 的结论:问题 1 中不
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必讨论所谓的逆命题。本质上是讨论幂级数在收敛区间的端点出的极限顺序的交换问题。而我们之所以

产生两个所谓的反例事实上是对幂级数和函数的理解有错误。 
问题 2：对于性质 2 说明幂级数在收敛域上具有逐项可积性，逐项可积后的新级数的收敛域是包含

原级数的敛域。但是逐项积分后和函数在端点处连续是否意味着逐项积分后级数在该端点处收敛呢？例

如考虑幂级数 
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对于任意的 ( )1,1x∈ − ，由性质 2，对式(2.8)两边同时积分，得到 
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观察(2.9)得到，逐项积分后的新级数 ( ) 1 1

0
1 n n

n
x

∞
− +

=

−∑ 的收敛域为 ( )1,1− ，而其和函数
1

x
x+
在端点 1x =

处连续，故在端点 1x = 处左侧连续，而其幂级数在 1x = 处发散。(2.9)似乎表明了 
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题 1 一样，主要是对幂级数和函数的定义理解有误，对于(2.9)的右端应该修正为 
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于是幂级数(2.8)积分后的和函数 ( )s x 在区间 ( )1,1− 上是收敛的且 ( ) ( )1s x x x= +  ，而在 1x = ± 处发

散。也就是说问题 2 本身不必讨论所谓的逆命题，之所以找出所谓的逆命题不成立的反例，原因在于对

幂级数和函数本身的理解有误。 

3. 结语 

关于幂级数内容的教学，性质 1，2，3 的掌握以及熟练应用是教学的难点之一。本文所讨论的两个

问题，本质上是关于函数项级数极限的交换问题，具体表现在幂级数在有限收敛区间端点处的收敛性和

其和函数在该端点处的单侧连续性之间的关系。而问题 1 和问题 2 中提出的所谓的两个逆命题本身是关

于对幂级数和函数定义的准确理解。考虑幂级数的收敛性等价于考虑和函数的收敛性，在教材[2]中有非

常清晰的论述。通过对于幂级数的讨论发现在实际教学中要重视学生提出的每一个有价值的问题，并且

从学生和问题本身出发，努力挖掘问题背后的矛盾点，清晰有力地为学生答疑解惑同时也有益于提高教

师的教学能力。最后我们也认识到在高数教学中，学生对于数学概念的理解与学生个人的经历相关，学

生在提出问题的过程中正是数学概念由抽象到具体的转化，这正是在认知神经学中所提出的概念意像认

知原理[6]的一次生动的体现。另外在与学生的互动中，同时也加深了老师与学生的互动，帮助学生对和

函数的认知有了清晰的重构，即所谓幂级数的和函数就是在收敛域上幂级数部分和的极限，至于其和函
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数的解析表达式是初等的，以及其解析表达式在幂级数的收敛域外还是连续甚至是可导的，这是表明幂

级数对于初等函数的表示有一定的局限性。 
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