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摘  要 

函数是高等数学的基础与逻辑主线，贯穿高等数学始终。既是高等数学的研究对象，也是实现各领域理

论与应用相转化的关键工具。本文深入分析了理解函数的教学难点，以函数的概念为例，运用APOS理论

开展教学设计研究，为突破这一教学重难点提供实践路径与参考方案。 
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Abstract 
The function serves as the foundation and logical thread of higher mathematics, running through 
the entire discipline. It is not only the core research object of higher mathematics but also a key tool 
for transforming theories into applications across various fields. This paper conducts an in-depth 
analysis of the pedagogical difficulties in understanding functions. Taking the concept of functions 
as a case study, it explores instructional design based on the APOS theory, aiming to provide insights 
for overcoming this prominent teaching challenge. 
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1. 课题提出 

高等数学中的函数概念是学生从初等数学迈向高等数学的关键节点，其“集合对应说”的抽象定义

是高等数学初期极具挑战性的概念之一。长期以来，心理学与数学教育领域对数学学习的研究多聚焦于

初中、高中阶段，虽在数学思维与能力培养方面取得了一定成果，但针对高等数学函数概念的研究相对

匮乏。一直以来，函数是中学数学的核心内容[1]。众多学者指出基于 APOS 理论实施中学数学概念教学，

有利于学生完整经历数学概念的形成过程[2] [3]。濮安山等学者在调查高中生对函数概念的理解时发现：

高中生在函数概念的建构过程中，多数仅能达到 APOS 理论中的“操作阶段”与“过程阶段”，对“对

象阶段”和“图式阶段”的认知较为薄弱[4]。而高等数学的函数概念以高度抽象性进一步加剧了学生的

学习难度。基于此，本文以高等数学课程中的函数概念为研究对象，运用 APOS 理论开展教学设计研究，

为高等数学概念教学的理论创新与实践优化提供参考。 

2. 教学解析 

2.1. 内容剖析 

高等数学函数概念是高等数学的核心基础，是学生从初等数学过渡到高等数学的关键节点，是微积

分、线性代数、概率论等学科的基础，同时也是学生将现实问题与数学工具建立联系的工具。函数的概

念位于《高等数学(第四版)》第一章第一节，在介绍函数概念之前，首先引入的是集合与映射的概念，函

数的概念是在集合和映射这两个内容的基础上得到的。 
“函数的概念”从现实生活中的对应现象导入，以探求与建构集合间唯一对应关系的数学模型为主

线展开： 
建构集合间唯一对应关系现象的数学模型 
→如何刻画生活和数学中的对应现象(如“日期→最高温度”的对应关系) 
→如何刻画“非数集与数集、非数集与非数集的对应”(集合概念的推广) 
→如何抽象出“两个非空集合 + 唯一对应法则”的共同特征(函数的形式化定义： :f A B→ ) 
→如何分析函数的本质要素(定义域、对应法则、值域的辨析与三要素的决定性作用) 
→如何将函数视为独立对象(函数相等性判断、函数的运算与性质分析) 
→不同函数模型之间的关系(数集函数与非数集函数的共性与差异) 
→这些模型能刻画哪些现实问题？(如物理运动的“位移–时间”函数) 
→更一般化的函数应用模型是什么？(复合函数、反函数、多元函数等延伸) 
在设计教学过程时，从学生熟悉的高中“变量说”出发，通过操作阶段的生活与数学情境对应感知、

过程阶段的定义抽象与新旧概念对比、对象阶段的函数性质与运算的对象化分析、图式阶段的知识网络

与学科关联整合，逐步实现从“具体操作”到“抽象对象”再到“系统图式”的认知发展。 

2.2. 学情分析 

对于大一的本科生，普遍掌握高中阶段的“变量依赖型”函数定义，能熟练计算具体函数(一次、二

次、三角函数)的函数值、绘制图像，解决“求解析式、解方程、求最值”等问题，这些都是对大学阶段
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的有利基础。高等数学中的函数概念是“集合对应说”的抽象定义，无法将高中函数与“集合、映射”

等概念关联，也意识不到“定义域、对应法则”是函数的本质要素，从而导致对函数概念的构建和理解

有一定的困难。认知水平方面，正处于“具体形象思维”向“抽象逻辑思维”的过渡阶段，面对高等数

学函数的抽象性，容易陷入认知瓶颈[5]。 

2.3. 教法思考 

基于学习内容与学生的已有认知基础，从知识内容方面考虑，定义由“变量依赖型”向“集合对应

型”的抽象跃迁。这种跃迁不仅是形式上的拓展，更是认知上的质变——从“函数是变量间的变化过程”

升级为“函数是独立的数学对象”。这一矛盾是学生后续理解函数性质(连续性、可导性)、掌握微积分工

具的逻辑前提。“如何建构刻画更一般的两个非空集合间对应关系的数学模型”是研究函数概念的认知

需求，“集合对应说”的函数定义是进一步学习的对象。20 世纪 90 年代起，APOS 理论被引入到中国的

数学界，它是为数不多的以数学学科为特点建立的教学理论[6]，该理论认为学生在学习概念的过程中需

要经过四个阶段，分别是活动(Action)、过程(Process)、对象(Object)以及图式(Schema) [7] [8]。由此，运

用该理论将学习内容置于学生认知基础的框架下进行合理的教学设计。具体地，将生活情境案例、几何

直观工具和小组探究活动作为学习函数概念的有力支撑，用“具体情境操作–抽象过程概括–对象性质

分析–图式体系整合”的方法研究函数的集合对应本质，紧扣 APOS 理论四个环节，设置系列“问题链”

和“探究任务”，教学设计遵循 APOS 理论，契合学生从具体到抽象的知识建构过程。 

3. 过程设计 

3.1. 创设情境，活动建构概念 

问题 1：在日常生活中，存在很多“一个事物对应另一个事物，且每个事物都有唯一结果”的现象，

即一一对应关系，你能找到类似的实例吗？(预设：日期对应气温，学生姓名对应学号，超市商品数量对

应总价等。追问：以上现象有什么共同的特征？) 
探究 1：如下几个现实情景。情景 1：某高校大一(1)班的学生成绩登记表；情景 2：某地 1 日~15 日

的最高气温走势图；情景 3：数学中的二次函数 2y x= 的图像。 
活动：分别写出三个情景中集合 A，B 并指出集合 A，B 中元素类型，同时用→表示情景中具体的元

素对应关系。 
小组讨论：3 个情景是否分别满足“存在两个非空集合”，“元素之间有对应法则”，“集合 A 中

每个元素对应 B 中唯一的元素”？ 
引导学生归纳上述生活与学习中的这些现象具有“两个集合之间，一个元素对应唯一元素”的特点，

生活中这种“唯一对应”的现象，是函数概念的核心本质，从而引出课题“高等数学中的函数概念”。 

【设计意图】用校园与生活中熟悉的实例唤醒学生对“唯一对应”现象的感知，引导学生列举实例，帮助学生

体会这种对应关系的广泛性，抽象共同特性——“两个非空集合间的唯一对应”，揭示函数概念的本质。当教师选

择学生熟悉又普遍存在的对应现象引入概念时，可以抓住学生的注意力，激发学习的兴趣，为后续函数概念建构奠

定认知基础。 

3.2. 探究发现，过程归纳整理 

问题 2：数学是自然规律的高度概括与抽象，你能用数学的语言刻画“一个元素对应唯一元素”这

种现象的规律吗？ 
预设： 
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情景 1 中，每个学生学号对应唯一的成绩； 
情景 2 中，每一个日期对应一个最高气温； 
情景 3 中，每一个实数 x 对应唯一非负实数 y，如 2x = − ， 4y = ， 1x = − ， 1y = 。 
结论：以上场景都包含两个非空集合，存在对应法则，使得第一个集合中任意一个元素，在第二个

集合中都有唯一元素与之对应。 
问题 3：面对这一现象，我们能否提出一个概念(或者模型) 来刻画它们呢？ 
【函数的概念】设数集 D R⊂ ，称映射 :f D R→ 为定义在 D 上的函数，记为 ( ) ,y f x x D= ∈ ，其中

x 为函数的自变量，y 称为函数的因变量，D 称为函数的定义域，记作 fD ，即 fD D= 。当 x 取遍定义域

D 中的所有数值时，对应的函数值的全体构成的集合称为函数 ( )f x 的值域，记作 fR 或 ( )f D ，即

( ) ( ){ }| ,fR f D y y f x x D= = = ∈ 。 

【设计意图】学生亲身体验数学概念的形成过程是数学概念建构的有效方法，外在的动作催生内在

的思维。本阶段对三个情景进行深入分析，通过对三个情景的反复分析，让学生加强对函数概念的三个

基本元素的认识，并不断进行分析、内化，通过个体提问、小组讨论和同桌交流等方式，层层深入，引导

学生自主发现函数概念的数学特征。 
问题 4：对照函数概念的定义，能否将三个情景具体表示出来？ 
观察和思考： 
对于情景 1，A={学生学号}，B={成绩}，f：学生学号→成绩； 
对于情景 2，A={日期}，B={最高气温}，f：日期→最高气温； 
对于情景 3， { }|A x x R= ∈ ， { }2| ,B y y x x R= = ∈ ， 2:f x x→ 。 

教师给出情景 4：某班的学生(集合 A)与选修课(集合 B)，每个同学可以选择 1~2 门选修课，追问：

这种对应关系是否为函数？为什么？ 
预设：对于集合 A 中的每一个元素，在集合 B 中都有唯一确定的元素与之对应。 
在“某班级学生(集合 A)与选修课(集合 B)，每位学生可选 1~2 门课”的情境中：集合 A 中的一个学

生(元素)，在集合 B 中会对应 1 门或 2 门课程(元素)，即对应不唯一，不满足函数“唯一对应”的核心要

求，所以不是函数。 

【设计意图】通过多次的重复活动后，学生的思维会呈现出自动化特点。此时引导学生对概念进行一般化，认

识数学概念的实质，实现对概念的认识从感性上升到理性，建构概念。为了帮助学生强化定义的核心，通过具体的

情景分析到抽象的函数概念定义对过程进行细化，同时给出情景４加深学生对函数概念的理解，减轻了学生的认知

负荷，更有利于学生对函数概念的认知、理解与构建。 

3.3. 简单应用，深化对象理解 

探究 2：判定下列各组中的两个函数是否相同： 
(1) ( ) ( ) 22 ln , lnf x x g x x= = ； 

(2) ( ) ( )2 ,f x x g x x= = ； 
(3) sin , siny x u v= = 。 

预设：第(1)题：部分学生易忽视定义域差异，仅依据“ 2ln x与 2ln x 化简后形式相似”，误判两函

数相同。未注意到 ( ) 2lnf x x= 的定义域是 ( )0,+∞ ，而 ( ) 2lng x x= 的定义域是 ( ) ( ),0 0,−∞ +∞ ，定义域

不同。 
第(2)题：学生易错误化简对应法则，误以为 2x x= ，忽略 2x x= 的本质，从而误判两函数对应法
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则相同。 
第(3)题：部分学生可能因自变量、因变量的符号不同(x 与 v，y 与 u)，误以为不是同一函数，未理解

“函数的本质与变量符号无关，只要定义域和对应法则相同，函数就相同”。 
设计意图：结合 APOS 理论，通过三组典型差异化案例(分别聚焦“定义域差异”“对应法则差

异”“变量符号差异但本质相同”三个维度)，以“反例(第 1、2 题) + 正例(第 3 题)”的组合形式，多角

度揭示“函数相同的判定依据是定义域和对应法则完全相同”的本质内涵。 
问题 5 函数 ( )2 1y x x R= + ∈ 是否存在逆对应？若存在，这个逆对应是函数吗？你能推广到一般情况

吗？ 
探究 3 观察函数 ( )2y x x R= ∈ 和 [ )( )2 0,y x x= ∈ +∞ 的对应关系，分析它们的逆对应是否为函数，你

能发现反函数存在的关键条件吗？ 
结论：若函数的对应是一一对应的(即对定义域内任意 x，有唯一 y 与之对应；同时对值域内任意 y，

有唯一 x 与之对应)，则其逆对应也是一个函数，称为原函数的反函数。即：若原函数 ( )y f x= 满足一一

对应，则存在反函数 ( )1x f y−= (习惯记为 ( )1y f x−= )，且原函数的定义域是反函数的值域，原函数的值

域是反函数的定义域。 
探究 4 以 2 1y x= + 及其反函数 ( )1 2y x= − 为例，画图分析原函数与反函数的图像关系，你能总结出

一般性结论吗？ 
预设：引导学生通过图像发现两者图像关于直线 y x= 对称。设置“所有存在反函数的函数，其图像

与反函数的图像都关于直线 y x= 对称吗？”的互动讨论，强化对反函数图像性质的理解。 
【定义】如果对于函数 ( ) ,y f x x D= ∈ 的值域 ( )f D 中的任一值 y，总有唯一确定的 x D∈ ，使得

( )f x y= ，那么按照函数的定义 ( )1x f y−= 是 y 的函数，称这个函数为函数 ( ) ,y f x x D= ∈ 的反函数。

相对于这个反函数而言，也称原来的函数 ( ) ,y f x x D= ∈ 为直接函数。 

【设计意图】根据 APOS 理论，反函数概念的建构需以原函数的“对象化”认知为前提。通过对具体函数的操

作分析(探究 3)、规律归纳(结论推导)、图像关联(探究 4)，学生在“操作→过程→对象”的阶段中逐步完成反函数概

念的建构，同时明确原函数与反函数在定义域、值域、图像上的内在联系，为后续学习函数的单调性、奇偶性等知

识搭建认知桥梁。 

3.4. 回顾反思，综合形成图式 

【例 1】求函数 ( ) ( ) ( )2ln 3 1 4f x x x x= + − + − 的定义域，详细说明每一步限制的依据。 

【思考题】 若函数 ( )f x 在 0x x= 处可导，对函数的定义域和对应法则有什么隐含要求？“集合对应

说”的函数本质如何支撑“导数”的定义(即瞬时变化率的刻画)？ 
【设计意图】根据 APOS 理论，本阶段对函数概念进行更高层次的心理加工与整合，深化对概念的

认识与理解。例题 1 聚焦复杂函数定义域的求解，引导学生从“集合元素合法性”角度分析问题，巩固

对函数本质的认知。思考题则引导学生将函数概念与后续微积分知识关联，体会“集合对应说”作为高

等数学逻辑基石的价值，沟通函数概念与导数、变化率等知识的联系，形成从“概念建构”到“学科应

用”的知识网络。 
小结和作业 
小结：集体回顾函数、反函数等概念，分享本节课的学习收获。 
作业：判断几组函数中的两个函数是否相同，求解给定函数的定义域与反函数，并完成周期函数相

关内容的课外阅读。 
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【设计意图】判断每组中的两个函数是否相同，到求几个函数的定义域，引导学生对函数概念的操作、过程、

对象以及认知结构中相关概念进行整合，在头脑中形成关于函数概念的综合心理图式，实现知识的巩固与内化，为

后续高等数学学习(如微积分、线性代数)奠定扎实基础。 

4. 行动启示 

APOS 理论指导下的函数概念教学，以概念的建构为目标，以问题探究为主要教学方式，以数学素养

培养为本位；利用校园生活、日常消费等现实实例创设情境，把“集合对应”这一抽象关系形象化、直

观化、数学化；以生活中的非数集对应和数学中的数集函数为典型载体，让学生逐步通过操作感知、过

程抽象、对象固化、图式整合来感受、建构、理解函数概念，突破从“变量依赖”到“集合对应”的认

知难点。于是，高等数学中的概念就转化成学生丰富的情景联系与主动构建，引导学生主动对函数概念

的本质进行思考和研究。 
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