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摘  要 

本文旨在通过计算机实验，培养理工科专业学生的计算思维。这些方法有望让学生学会利用技术进行学

习、创造和发明，并通过模拟、可视化和数据分析来培养计算思维。本文设计了高等数学和概率统计课

程相关的算例，通过模拟、可视化和数据分析来培养计算思维。本文使用的是开源统计编程语言R。本文

的目标是让读者体验R的功能，而非提供关于R语言的全面教程。根据经验，这类交互式计算机实验可以

轻松融入智能课堂。此外，这些实验能够激发学生的积极性，让他们积极参与学习、解决问题，并培养

更好的直觉来理解复杂的数学概念。 
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Abstract 
This paper aims to cultivate computational thinking for students majoring in science and engineer-
ing through computer experiments. These methods are expected to enable students to learn using 
technology for study, creation, and invention, and develop computational thinking via simulation, 
visualization, and data analysis. We design examples for advanced mathematics and probability sta-
tistics courses to foster computational thinking through simulation, visualization, and data analysis. 
The open-source statistical programming language R is employed in this study. The objective is to 
let readers experience the functions of R, rather than providing a comprehensive tutorial on the R 
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language. According to experience, such interactive computer experiments can be readily inte-
grated into intelligent classrooms. Furthermore, these experiments can stimulate students’ enthu-
siasm, encourage active participation in learning and problem-solving, and help them develop bet-
ter intuition to understand complex mathematical concepts. 
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1. 引言 

在这个科技时代，计算思维应与阅读、写作和算术一样，被视为教育中的一项基本分析技能。这是

对二十一世纪课堂的展望[1]。许多重要的应用研究和纯理论研究问题都涉及计算和理论。计算带来了仅

凭理论无法实现的额外见解和理解[2]。计算设备的日益普及必须得到计算思维在学科中广泛传播的支持，

并进一步得到大学课程的支持和加强。大部分高等院校的数学专业学生已设置了如 MATLAB 等专门用

于数学计算的编程语言课程，通过一个学期的详细教学后，会设计相应的考核方式对数学专业的学生数

学模型编程思维能力进行考察。然而，对于数学专业以外的其他理工科学生而言，由于要学习大量的本

专业课程内容，很少有条件进行数学专业软件课程的教学，而且自学这些专业软件难度较大。R 语言作

为功能强大、操作简单和易于自学的计算平台，更适合于数学专业以外的理工科学生的学习和应用。 
本文旨在利用免费计算平台 R 语言[3]，展示可操控的实际算例，用于高等数学和概率统计课程的教

学中。目的是让读者领略 R 所提供的丰富功能，而非对 R 语言进行全面介绍。鉴于现代技术的日新月异，

本文强调了使用 R 等现代技术来呈现复杂概念的需求。本文关注这些计算项目的数学和编程内容。主要

目标是提供一系列经过精心求解和课堂测试的数学问题，使用 R 语言编写并提供代码，以便将其纳入教

学大纲，并能够快速复制和调整，以满足那些有意在课堂上尝试计算思维教学的教育者的需求。 
利用现代技术，学生有机会学习如何更好地交流和展示数学知识，这些技能在学术界和工业界都变

得越来越重要。引入计算实验还有一个额外的教学益处，那就是可以更好地了解学生掌握所学内容的程

度，以及哪些数学概念给他们带来了困难。互动式计算机实验往往能保持学生的学习积极性，并让他们

积极参与学习过程。 
算例都被分解成许多更小的部分，以便逐步引导学生，使他们能够更有信心地完成整个解决方案。

实验的重要特点是，将计算问题和数学问题相结合，这样学生就有机会从数学和计算两个角度来研究相

同的问题。这是建立学生自信心的关键组成部分，因为他们可以比较自己的计算结果和数学结果，并确

保自己走在正确的轨道上。可视化也是这些实验的关键组成部分，有助于学生建立良好的直觉，并且为

学生提供了一种研究问题的方法。编码帮助学生关注细节，真正理解数学问题，并按照正确的数学逻辑

实施解决方案。编码是一种计算问题解决的形式，它与纯粹的数学问题解决形式交织在一起。学生能从

这些算例中获得的技能和益处。 

2. 安装并学习 R 语言 

R 是一种开源科学编程语言。R 语言可以从[3]下载。R 语言提供了适用于 Mac、Linux 和 Windows
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的预编译二进制文件。R 语言附带了一个简单的用户界面。RStudio 提供了一个更复杂的集成开发环境

(IDE)，因其增强的报告生成能力、将计算与 R 语言统一以及将数学排版与 LATEX 统一而变得非常流行。

RStudio 也是免费的，并且提供了适用于 Mac、Linux 和 Windows 的二进制文件。RStudio 可以从[4]下载。

R 语言已经发展成为一个强大的计算平台，用于通过图形探索、模拟和动画展示确定性模型和随机模型、

统计计算和数据分析，以及最近用于基于网络的交互式应用程序的数学思想实验。让学生接触 R 语言可

以增加他们获得高质量实习和全职工作的机会。 
在本文中，提供了所有算例实施所需的所有 R 代码，并进行了详尽的说明，以便读者能够轻松地将

其移植到其他计算环境中。在数学课堂中使用多种技术具有教学价值。关于 R 语言，有一些优秀的书籍

和在线教程，建议感兴趣的读者参考其中的一些，以便更全面地学习 R 语言在科学编程、可视化和模拟

方面的应用[5]-[7]。 

3. 在高等数学中的应用 

本文展示了两个高等数学的算例。第一个算例(第 3.1 节)是关于可视化一个处处不可微函数的图像，

以建立视觉直觉并深入了解不可微性。第二个算例(第 3.2 节)应用蒙特卡洛模拟来估计超球面和椭球的体

积。 

3.1. 放大观察一个处处不可微的函数 

在高等微积分课程中，学生会遇到“奇异函数”的例子，这类函数处处连续但处处不可导。除了难

以理解和想象这种性质的函数外，学生还经常想知道，具有类似性质的函数是否具有任何实际应用。在

影视制作和音乐制作行业中经常采用这种“奇异”、处处不可导的函数来制作特殊音效，利用所谓的谢

泼德升调。 
可视化处处不可导的连续函数的图形是一项挑战。本文考虑一个具有这种性质的特定示例，即函数

f(x)，读者可以在[8]中找到更详细的论述。学生可以通过组合更基本的函数，分几步构造 f(x)，本文使用

R 语言来实现对 f(x)的良好近似，并绘制其图形。 
可以先实现三角函数 r(x)，将其作为构建函数 f(x)的第一个基础模块，其定义如下： 

 ( )
,  0 1

2 ,  1 2
0,  

x x
r x x x

≤ <
= − ≤ ≤

 其他

 (1) 

将 r(x)实现为一个分段函数，并在图 1 中绘制了它的图像。 
 

 
Figure 1. Graph of the function r(x) 
图 1. 函数 r(x)的图形 

 
对应的 R 代码为： 
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r<-function(x) x*(x>=0 & x<1)+(2-x)*(x>=1 & x<=2)# 分段函数 
x<-seq(from=-1,to=3,by=0.01) # 将区间[-1,3]按步长 0.01 划分 
plot(x, r(x),type="l",lwd=3,col="blue",main="Graph of r(x)") 

须注意，(x>=0&x<1)是 R 语言中的一个逻辑表达式(&表示逻辑与)，当参数 x 为向量时，该表达式会

生成一个逻辑值向量，并根据条件是否满足，将其强制转换为由 1 和 0 组成的二进制向量，分别对应

TRUE 和 FALSE。最后，表达式 x*(x>=0&x<1)会返回一个全为 0 的向量，并且只包含向量 x 中满足条件

的值。函数 r 中的两项之和定义了 r(x)，如式(1)所示。 
函数 r(x)在所有地方都是连续的，但在 x = 0、1、2 处不可导。通过平移这个函数，可以定义在任意

给定有限集的每个点处都不可导的全局连续函数。因此，我们将 r(x)扩展为周期锯齿函数 g(x)。 

 ( ) 2Floor ,
2
xg x r x  = −   

  
 (2) 

其中，我们将 Floor(x)定义为不大于 x 的最大整数。可以使用已定义的函数 r 和内置函数 floor()，在 R 中

实现由式(2)定义的 g(x)，然后绘制锯齿函数 g(x)，如图 2。对应的 R 代码为： 

x<-seq(-6,6,by=0.01) # 将区间[−6, 6]按步长 0.01 进行划 
g<-function(x)r(x-2*floor(x/2)) # 锯齿波函数 
plot(x, g(x),type="l",lwd=3,col="blue",main="Graph of g(x)") 
 

 
Figure 2. Graph of the periodic extension function g(x) 
图 2. 周期延拓函数 g(x)的图形 

 
定义函数序列 ( )nf x ，并将 ( )f x 定义为该序列的极限： 

 ( ) ( )limn nf x f x→∞= 其中 ( ) ( )
0

3 4
4

kn
k

n
k

f x g x
=

 =  
 

∑  (3) 

为了更好地理解 ( )nf x 的性质，在图 3 中绘制了 ( )20f x 的图像，并将其作为 ( )f x 图像的近似。根据

式(3)，在 R 语言中把 ( )20f x 定义为函数 f20。 

f20<-function(x){ 
k<-0:20 # 幂值向量 
return(sum((3/4)^k*g(4^k*x)))} # 返回 f20(x)的值 
f20<-Vectorize(f20) # 绘图所需的向量化函数 

图 3 中使用 for()循环，可以在 2 × 2 的矩阵图中填充四个不同区间上的 f20(x)的图像。最后一张图被
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放大了 100 倍。初始区间：[−1, 1]，最终区间：[−0.01, 0.01]。对应的 R 代码为： 

zoom<-c(1,0.2,0.04,0.01)# c ()函数将多个数值合并为一个向量 
par(mfrow=c(2,2)) #4 幅图布局 
for(n in 1:4){  # 用于绘制 4 幅图表的 for 循环 
x<-seq(-zoom[n],zoom[n],length.out=1e4) 
plot(x,f20(x),type="l",lwd=0.5,col="blue", 
main=paste("Graph of f20(x) in [",-zoom[n],",",zoom[n],"]")) 
} 

函数 ( )r x 和 ( )g x 在全体实数上都是连续的。由于 ( ) ( )limn nf x f x∞→= ，而 ( )nf x 是连续函数的有限

线性组合，因此 ( )nf x 连续，进而可推得 ( )f x 也是连续的。图 3 展示了 ( )20f x 图像的粗糙形态，它呈现

出具有自相似性的类分形结构：即使持续放大，图像的粗糙特征仍会重复出现，这一点在四个子图中清

晰可见。对学生而言，理解这一点非常重要：图 3 仅提供了具有视觉吸引力的直观感受，并非严谨的证

明，只是通过放大后观察到图像不会变得平滑这一现象，给出了直观的佐证。 
 

 
(a)                                                (b) 

 
(a)                                                (b) 

Figure 3. Magnified view of the plot of f20(x) approximating f(x) 
图 3. 对近似 f(x)的 f20(x)图像进行放大观察 

 
为了说明可导函数与前文函数的区别，绘制函数 ( ) ( )2sin 1h x x= − 的图像，并在 0x = 点附近对其进行

“显微镜”式放大观察。从图 4 的子图中可以明显看到：当我们持续放大时， ( )h x 的图像在点 ( )( )0, 0h

附近会变得越来越平滑。在最后一张放大 100 倍的子图中，已经将 0 点附近的区间放大到了几乎与 ( )h x
在点 ( )( )0, 0h 处的切线完全重合的程度。 

函数 ( )h x 在点 ( )( )0, 0h 处的切线方程为： 

 ( ) ( )0 0 0.84 1.08y h h x x′= + = −  (4) 
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(a)                                          (b) 

 
(c)                                          (d) 

Figure 4. Magnification of the differentiable function h(x) 
图 4. 放大可微函数 h(x) 

3.2. 估计三维单位球体的体积 

三维球体(半径为 r ，记为 ( ) 3
3B r ⊂  )的体积可以表示为三重积分： 

 
( )3

1d d d
B r

V x y z= ∫∫∫  (5) 

其中，该三维球体由所有满足
2 2 2 2x y z r+ + ≤ 的点 ( ) 3, ,x y z ∈ 构成。学生可以通过以下方法估计 3 中单

位球体的体积：在以(0, 0, 0)为中心、边长为 2 的立方体内随机生成点，然后统计其中落在单位球体内的

点的数量。 

library(scatterplot3d)# 必须先安装，再加载(该包) 
N<-1e4 # 随机点的数量 
# 从均匀分布 U(−1, 1)中采样得到的 x、y、z 随机数向量 
x<-runif(N,-1,1); y<-runif(N,-1,1); z<-runif(N,-1,1) 
scatterplot3d(x,y,z, pch="+", highlight.3d=TRUE,tick.marks=F, 
main="Random points inside the cube") 

 

 
(a)                       (b) 

Figure 5. Generate random points inside a cube and visualize those lying within the unit sphere 
图 5. 在立方体内生成随机点，并可视化那些落在单位球体内的点 

https://doi.org/10.12677/ae.2026.163509


艾孜海尔·哈力克 
 

 

DOI: 10.12677/ae.2026.163509 502 教育进展 
 

生成一个逻辑值向量 ( )2 2 2 1x y z+ + ≤ ，利用该向量对落在单位球体内的随机点进行索引。 

ind<-(x^2+y^2+z^2<=1)# 逻辑值向量 
scatterplot3d(x[ind],y[ind],z[ind], pch="+", highlight.3d=TRUE, 
tick.marks=F,main="Random points inside the unit ball") 

两次调用 scatterplot3d()函数生成了图 5 所示的两个三维散点图，以此可视化蒙特卡洛点采样过程。

需要计算落在单位球体内的点的比例，该比例可通过逻辑向量 ( )2 2 2 1x y z+ + ≤ 的均值得到。将该比例与

边长为 2 的立方体体积 32V = 相乘，即可得到单位三维球体体积的估计值。 

# 在边长为 2、中心位于原点的立方体内生成一百万个随机 
x<-runif(1e6,-1,1); y<-runif(1e6,-1,1); z<-runif(1e6,-1,1) 
frac<-mean(x^2+y^2+z^2<=1)# 单位球内随机点的占比 

落在单位球体内的点的比例，可通过计算逻辑值向量
2 2 2 1x y z+ + ≤ 的算术均值得到，计算结果为

0.5239。 

vol<-2^3*mean(x^2+y^2+z^2<=1)# 单位球的近似体积 

计算得到的单位球体积估计值 vol ≈ 4.191，与阿基米德在近 2000 年前发现的精确公式结果非常接近： 

 ( )( )3
41 π 4.189
3

V B = ≈  (6) 

4. 在概率统计中的应用 

本文介绍了一个概率统计课程中的算例：从“随机变量的随机和”的分布中模拟生成样本，计算关

键的样本统计量与目标概率。 
餐厅收入问题 
例 4.1：每日前往某餐厅的顾客人数 N 服从泊松分布，平均每天有 100 名顾客。每位顾客的消费额服

从正态分布，平均消费为 22 元，标准差为 4 元。顾客的消费额相互独立，且与顾客人数 N 也相互独立。

请模拟顾客总消费额的分布，估算总消费额的期望值与标准差，并计算总消费额至少为 2000 元的概率。 
设 1 2, , , NB B B 为 N 名顾客的账单。每张账单 kB 服从正态分布，即 ( )~ 22, 4k B BB N µ σ= = 。顾客总

人数 N 服从泊松分布，即 ( )~ Pois 100N λ = ，该分布完全由日均 100 名顾客的平均值决定。餐厅的总消

费额由下式给出： 

 ( ) ( )
1

,  ~ Pois 100 ,  ~ 22, 4
N

k k B B
k

S B N B Nλ µ σ
=

= = = =∑  (7) 

目标是模拟总消费额 S 的分布，其中 S 是由式(7)定义的随机变量的随机和。实现思路是设计一个随

机实验来模拟随机变量 S 的单次观测值，之后学生需要重复该随机实验多次，以生成 S 的样本。 

spending<-function(){ #用于模拟一次随机实验的函 
N<-rpois(1,100) # 单次泊松采样 
bills<-rnorm(N,22,4) # N 个正态分布样本 
return(sum(bills)) # 单次总消费额样本 
} 
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Figure 6. Density histogram of total consumption 
图 6. 总消费额的密度直方图 

 
随机变量 S 的单次实现可通过调用函数 spending()生成，该函数用于实现随机实验。为了得到总支出

的分布，使用 R 语言的 replicate()函数将该随机实验重复 106 次。replicate()的参数包括：希望重复随机实

验的次数，以及用于单次模拟该随机实验的 R 函数。通过这种方式，可以从总支出的分布中生成一个规

模为一百万的样本。还可以得到这些样本统计量的汇总结果。 

spending.sample<-replicate(1e6,spending()) 
summary(spending.sample) # 样本统计量 

随机变量 S 的样本标准差通过 sd(spending.sample) 计算，结果为 223.44。在图 6 中，通过绘制模拟

样本的密度直方图来可视化 S 的分布。 

hist(spending.sample,breaks=100,freq=F,col="blue",border="white", 
xlab="total spending",main="Density histogram of total spending") 

从总支出的分布中获取一个大样本，能让学生估算任何感兴趣的统计量。具体来说，总支出至少为

2000 元的概率可通过公式(7)计算： 

 ( ) ( )2000 mean spending.sample 2000 0.81S ≥ ≈ ≥ =  (8) 

5. 结论 

R 语言提供了用于模拟、可视化与数据分析的高级编程工具，能够以最小的工作量快速开发复杂问

题的简洁解决方案。本文所展示的示例旨在让读者体验 R 所具备的丰富模拟与可视化能力。学生通过负

责任地使用这类技术能获得显著收益。以 R 为代表的计算工具，能加深学生对复杂问题和抽象概念的洞

察与理解。多数学生喜欢并认可这种实践体验的价值，它不仅有助于培养计算、展示与沟通技能，还能

提升他们在获取优质实习与就业机会时的竞争力。最后，必须明确：技术不应被用作严谨证明的替代品，

而只能作为达成目标的手段。 
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