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摘  要 

二项分布的泊松近似和正态近似，是概率论与数理统计课的核心内容，能帮助学生更好地理解中心极限定理。

本文用Python的scipy.stats和matplotlib库，做了二项分布与泊松、正态分布的叠加对比图，还实现了误差

定量评估和动态收敛演示。通过典型参数的数值实验，验证了两种近似的有效性，分析了误差特点及适用条

件，也检查了连续性校正对正态近似精度的改善。本文的可复现实验平台和可视化工具，有实际教学价值。 
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Abstract 
The Poisson and normal approximations to the binomial distribution are key topics in probability and 
mathematical statistics courses, helping students grasp the central limit theorem better. This paper 
uses Python’s scipy.stats and matplotlib libraries to create overlaid comparison charts between the 
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binomial distribution and its Poisson or normal counterparts, along with quantitative error assess-
ment and dynamic convergence demos. Through numerical experiments with typical parameters, 
it verifies the effectiveness of both approximations, analyzes their error features and suitable con-
ditions, and checks how continuity correction improves the normal approximation’s accuracy. The 
reproducible experiment platform and visualization tools here offer real value for teaching. 
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1. 引言 

二项分布作为刻画独立伯努利试验中成功次数的经典概率模型，在概率论与数理统计课程体系中具

有基础性地位。其在特定参数极限条件下分别可由泊松分布与正态分布进行近似，这不仅降低了大样本

情形下的计算复杂度，也为理解分布收敛与中心极限定理提供了典型范式[1] [2]。然而，在传统教学实践

中，相关内容多停留于公式推导与静态结论，学习者往往难以直观把握“由离散到近连续”的收敛机制

及不同参数区间下的近似误差特征[3]。 
近年来，统计教育逐步转向计算支撑与可视化驱动的教学范式[4]-[6]。已有研究指出，基于图形交互

与动态演示的教学方式能够有效提升学生对概率分布极限行为与近似条件的理解深度[7]。基于此，本文

依托 Python 科学计算生态构建可复现的数值实验框架，结合分布叠加可视化、误差指标量化与动态收敛

展示，系统呈现二项分布向泊松分布与正态分布的近似路径与精度变化规律，从而为概率统计课程教学

提供可迁移的实践方案。 

2. 离散型与连续型随机变量 

离散型随机变量的概率规律用概率质量函数(PMF)描述，连续型随机变量的分布特征用概率密度函

数(PDF)刻画，二者之间的渐近联系是理解分布近似和中心极限定理的关键路径。本节通过 Python 可视

化方法展示典型分布的形态，为后面的近似分析提供图形知觉和比较基础。 
为直观比较离散型分布与连续型分布，本文选取了参数相近的一组进行可视化：二项分布取 n = 20，

p = 0.3 (均值 np = 6，方差 np (1 − p) = 4.2)；泊松分布取 λ = 6；正态分布取 N (6, 4.2)。用 Python 的 scipy.stats
和 matplotlib 算出各分布的 PMF/PDF，并叠加在同一坐标系(见图 1)。这个设计为后续误差分析和近似判

断提供了直观依据。 
(1) 二项分布(n = 20, p = 0.3)：呈轻度右偏的离散单峰形态； 
(2) 泊松分布(λ = 6)：同为离散单峰，偏态程度与二项分布接近； 
(3) 正态分布(N (6, 4.2))：连续、对称的钟形曲线。 
从图 1 可以看出，在中等均值条件下，二项分布和泊松分布在峰位与整体轮廓上很相似，正态分布

则是更平滑的连续特征。这个对比显示了离散分布向连续近似过渡的路径。教学中，可以通过动态调节

参数(如增大 n 或 λ)来观察分布形态演化，从而加深对极限收敛过程的理解。 
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Figure 1. Visual comparison of typical probability distributions 
图 1. 典型概率分布可视化对比 

3. 二项分布的泊松与正态近似：数值实现与精度评估 

二项分布的概率质量函数为 

( ) ( )n kkn
P X k p 1 p ,k 0,1, , n

k
− 

= = − = ⋅⋅⋅ 
 

                          (1) 

期望是 E(X) = np，方差是 Var (X) = np (1 − p)。其极限行为有“双路径收敛”特征[8] [9]：n →∞，p 0→

且 λ = np 有限时收敛到泊松分布 Poisson (λ)；当 n →∞且 ( )p 0,  1∈ 固定时收敛到正态分布 N (np, np (1 − p))。 
二项分布在不同参数极限下的收敛路径，是离散分布向连续分布过渡的关键，其主要结论见表 1。 

 
Table 1. Limit convergence path of the binomial distribution 
表 1. 二项分布的极限收敛路径 

极限路径 质量 排序 

二项→泊松 n →∞， p 0→ ，np = λ (固定) 泊松 P (λ) 

二项→正态 n →∞， ( )p 0,  1∈ 固定 正态 N(np, sqrt(np(1 − p))) 

泊松→正态 λ →∞  正态 N (λ, λ) 
 

其结构化示意见图 2。 
 

  
Figure 2. The limiting convergence path of the binomial distribution 
图 2. 二项分布的极限收敛路径 

 
本文以二项分布为核心，搭建了一个教学框架，通过理论推导、数值模拟和可视化展示，来系统比

较两条近似路径的收敛机制、误差特征和适用参数区间。 
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3.1. 泊松近似：理论基础、实现与精度分析 

3.1.1. 理论基础 
当 n →∞、 p 0→ 且 λ = np 为有限时，二项分布 Bin (n, p)收敛到泊松分布 Poisson (λ) [1] [2]，其概率

质量函数是 

( )
keP X k ,k 0,1,2,
k!

λλ −

= = = ⋅⋅⋅                               (2) 

这个结果为低概率、高重复次数的计数建模提供了理论基础和计算便利，所以在多种稀有事件计数

问题中有应用价值[10]。 

3.1.2. 数值示例与精度评估 
选择参数 n = 100、p = 0.05 (λ = 5)。表 2 列出了 k = 0 到 15 的主要概率值和绝对偏差。 

 
Table 2. Accuracy of the Poisson approximation (n = 100, p = 0.05, λ = 5) 
表 2. 泊松近似精度(n = 100, p = 0.05, λ = 5) 

k 二项分布概率 泊松分布概率 绝对偏差 k 二项分布概率 泊松分布概率 绝对偏差 
0 0.00592 0.00674 0.00082 8 0.06518 0.06527 0.00009 
1 0.03116 0.03369 0.00253 9 0.03690 0.03626 0.00064 
2 0.08118 0.08422 0.00304 10 0.01907 0.01813 0.00094 
3 0.13958 0.14037 0.00009 11 0.00901 0.00824 0.00077 
4 0.17814 0.17546 0.00074 12 0.00391 0.00343 0.00048 
5 0.18094 0.17546 0.00548 13 0.00156 0.00132 0.00024 
6 0.15037 0.14622 0.00415 14 0.00057 0.00047 0.00010 
7 0.10592 0.10444 0.00148 15 0.00019 0.00016 0.00003 

 
从表 2 看，大多数 k 点的绝对偏差小于 0.005，最大偏差是 0.00548。在 k = 0~15 的截断区间，总变

差距离约 0.013，这表明泊松近似在该参数下精度较高。 

3.1.3. 可视化分析 

 
Figure 3. Comparative analysis of the binomial and Poisson distributions: approximation and error analysis (n = 
100, p = 0.05, λ = 5) 
图 3. 二项分布与泊松分布的近似对比及偏差分析(n = 100, p = 0.05, λ = 5) 

 

图 3 给出了叠加对比和误差分布。左图可以看到两者整体重合度较高；右图显示绝对偏差在 λ 附近

达到峰值，随后快速衰减。 
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3.1.4. 精度影响因素与适用条件 
泊松近似的精度同时受 n 和 p 影响。在本文的实验参数范围内，n 较大且 p 较小时，泊松近似通常

能满足教学所需精度。随着 n 增大，误差呈下降趋势，这与理论预期一致。 

3.2. 正态近似：理论基础、实现与精度分析 

3.2.1. 理论基础 
当 n →∞时，二项随机变量标准化后收敛到标准正态分布，即 

( )
( )X npP x Φ x ,

np 1 p

 −  →
 − 

                                (3) 

其中 ( )Φ x 为标准正态分布函数[1]。 
在有限样本下可采用连续性修正[1]： 

( ) k 0.5 k 0.5P X k Φ Φ ,µ µ
σ σ

+ − − −   = ≈ −   
   

                        (4) 

其中 μ = np， ( )np 1 pσ = − 。该处理可减小离散到连续转换带来的偏差。 

3.2.2. 数值示例与精度评估 
选取参数 n = 150，p = 0.3 (μ = 45, σ ≈ 5.612)。表 3 给出了代表性 k 点的概率和绝对偏差。 
所选区间内绝对偏差不超过 0.0012，说明在该参数下，结合连续性修正的正态近似精度较高。 

 
Table 3. Accuracy of the normal approximation (n = 150, p = 0.3, μ = 45, σ ≈ 5.612) 
表 3. 正态近似精度(n = 150, p = 0.3, μ = 45, σ ≈ 5.612) 

k 二项分布概率 正态近似概率 绝对偏差 k 二项分布概率 正态近似概率 绝对偏差 
34 0.01022 0.01045 0.00023 50 0.04674 0.04779 0.00105 
36 0.01988 0.01969 0.00019 52 0.03205 0.03268 0.00063 
38 0.03346 0.03268 0.00078 54 0.01955 0.01969 0.00014 
40 0.04897 0.04779 0.00119 56 0.01063 0.01045 0.00018 
42 0.06263 0.06156 0.00107 58 0.00516 0.00489 0.00028 
44 0.07026 0.06987 0.00039 60 0.00224 0.00201 0.00023 
46 0.06939 0.06987 0.00048 62 0.00087 0.00073 0.00014 
48 0.06052 0.06156 0.00104 64 0.00030 0.00023 0.00007 

3.2.3. 可视化分析 

 
Figure 4. Overlay comparison and error analysis of the binomial distribution and its normal approximation (n = 150, p = 0.3) 
图 4. 二项分布与正态近似叠加对比及偏差分析(n = 150, p = 0.3) 
 

图 4 展示了叠加结果和误差分布。加入连续性修正后，主要区间的重合度较高，误差在尾部快速衰减。 
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3.2.4. 精度影响因素与适用条件 
正态近似的精度主要由 n 以及 np、n (1 − p)决定。常用经验阈值是 np，n (1 − p ) ≥ 5，更稳健可取≥10 

[11]。当 n 较小或 p 接近 0 或 1 时，误差会增大。在本文参数范围内，结合连续性修正的正态近似可以达

到较高精度。 

3.3. 近似适用条件与比较 

两类近似的常用判据和误差特征归纳在表 4。 
 
Table 4. Applicability conditions and error characteristics of the Poisson and normal approximations to the binomial distribu-
tion 
表 4. 二项分布的泊松近似与正态近似适用条件及误差特征 

近似类型 常用适用条件 主要误差来源 量化指标(典型边界案例) 

泊松 n 较大，p 较小，np ≤ 10 方差偏差(p 较大时) 最大绝对偏差 ≈ 0.012 

正态 
np 5≥ ， ( )n 1 p 5− ≥  

(稳健建议≥10) 
离散–连续截断与偏度 最大绝对偏差 ≈ 0.018 

 

数值实验表明，在推荐参数区间内，两种近似都能达到教学所需精度；超出该范围时，更适合使用

精确二项计算。 

4. 教学实施与反思 

为验证本文可视化工具在教学中的效果，我们做了一个小型实证实验。对象为某高校概率论课程的

40 名本科生，随机分为两组：对照组(20 人)采用传统板书和静态图讲解二项分布近似；实验组(20 人)使
用 Python 工具进行交互演示，包括参数调节、分布叠加和误差分析。实验时长 90 分钟，前后通过小测

验(5 道选择题 + 2 道简答题，覆盖近似条件、误差和中心极限定理)及 Likert 问卷(1~5 分，评估收敛机

制、精度和参数影响)收集数据，并用 t 检验分析，结果见表 5。 
 
Table 5. Quantitative comparison of empirical teaching experiment results 
表 5. 实证教学实验结果量化比较 

指标 对照组(传统法) 实验组(可视化工具) 统计显著性 

课后测验得分提升幅度 15.2% 28.5% P < 0.05 

问卷理解自信度提升 0.7 分 1.2 分 p < 0.05 
 

数据表明，可视化方法能显著提升学生对分布收敛的理解，尤其有助于把握抽象概念。 
在教学应用中，该工具可用于：(1) 课堂演示：实时调节 n、p 观察分布演化；(2) 课后作业：学生复

现实验并分析误差；(3) 探究项目：扩展到负二项等分布，培养计算能力。这些方式能更好地连接理论与

实践，促进主动学习。 
挑战主要包括教师需要一定 Python 熟练度、学生可能忽视公式推导，以及设备条件受限。可采用以

下措施：(1) 预置模板并开展培训；(2) 结合推导与可视化进行混合教学；(3) 开发 Web 版工具。这样可

提升工具适用性，支持概率教育创新。 

5. 结论与教学意义 

数值结果表明，在常见适用条件下，两类近似都能达到较高精度，最大绝对偏差通常低于 0.02。对
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于小样本或重尾情形，宜优先采用精确计算。 
本文通过逐点对比、叠加可视化和误差量化，系统展示了“二项→泊松”与“二项→正态”的收敛过

程。配套的 Python 可复现实验框架有助于学生动态观察参数变化对分布形态和误差的影响，从而建立“条

件–结论–精度”的整体理解。该框架可作为概率论课程中连接两类极限定理的核心教学模块。 
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