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摘  要 

Abel求和公式作为数学中连接离散求和与连续积分的核心工具，是理解算术函数均值估计及黎曼ζ -函
数性质的关键。然而，传统教学常将其视为枯燥的恒等式变换，忽视其“离散光滑化”的数学直觉及其

在解析数论(如素数定理推导)中的枢纽作用。针对“重计算、轻思想”的教学现状，本文提出“类比引

入–阶梯应用–科研驱动”三维模式。通过对比分部积分、引入素数分布实例，并结合Matlab数值验证

旨在强化学生的渐近分析能力与数学建模素养。 
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Abstract 
As a pivotal tool in mathematics bridging the gap between discrete summation and continuous inte-
gration, Abel summation serves as the key to understanding the estimation of mean values for arith-
metic functions and the properties of the Riemann zeta function. However, traditional pedagogy of-
ten treats it merely as a tedious exercise in identity manipulation, thereby overlooking the under-
lying mathematical intuition of “discrete smoothing” and its pivotal role in analytic number theory 
(such as in the derivation of the Prime Number Theorem). Addressing the prevailing pedagogical sta-
tus quo—which prioritizes computation over conceptual insight—this paper proposes a three-
dimensional instructional model characterized by “analogical introduction, phased application, and 
research-driven learning.” By drawing parallels with integration by parts, introducing illustrative ex-
amples regarding prime number distribution, and incorporating numerical verification via MATLAB, 
this approach aims to enhance students’ proficiency in asymptotic analysis and their mathematical 
modeling capabilities. 
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1. 问题聚焦：离散与连续的认知断层 

1.1. Abel 求和公式教学现状的局限性 

当前 Abel 求和公式(又称分部求和法)的教学面临以下困境： 
• 公式推导机械化：多数教材仅展示符号层面的变换，学生虽能通过代数运算完成推导，却难以理解

其背后的“离散版分部积分”本质[1]。 
• 几何直观缺失：缺乏对阶梯函数与平滑曲线之间关系的图形化阐释，导致学生在面对非常规求和范

围时，极易在边界项处理上出错。 
• 应用场景扁平化：训练题大多局限于简单的数项级数收敛性判定，缺乏与素数分布、误差项估计等

前沿问题的深度关联。 

1.2. 数项级数判别法思路下的教学痛点 

这种教学方式在当下“具有典型的脱节特征”，具体表现为存在相当比例的学生无法理解 Abel 求和

公式的内在含义以及在更复杂问题中的应用，例如在素数定理相关推导中出现的等价命题[2]： 

( ) ( ) ( )
loglog 2

2

de e .
log

c xxc x xx x O x x O x
x

ψ π
−−  

= + ⇔ = +   
 

∫  

此外，硕士研究生一年级学生在数学基础课程的学习过程中反馈表明：“学 Abel 求和公式只为做数

项级数收敛性判别与证明的相关问题，没想到后面解析数论中还会用到”。调研分析可知，学生认知断

层明显，大约 90%的学生难以理解光滑权函数可以通过 Abel 求和公式的连续形式(即积分形式)灵活地添

加或者去除，与数论函数相关的求和均值估计方面的直觉严重缺失。这一现象提醒我们，在教学中应该
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加强逻辑推理与系统性思维的训练，以培养学生的科学精神与解决问题的能力。 

1.3. 核心矛盾 

Abel 求和公式离散形式的“技巧复杂性”与解析数论各类求和均值估计的“理论依赖性”之间 

存在严重脱节。调查显示，超过 80%的数学系本科生在学习完该公式后，仍无法独立处理形如
( )

s
n x

n
n≤

Λ
∑

的渐近展开。 

2. Abel 求和公式的各种表现形式与数学美感 

定理[1] (Abel 求和公式)设{ } { },n na b 是两个数列，记 ( )
1
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k
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定理[3] (分部求和公式)设 1x > ， ( )f t 在 [ ]1, x 上连续可微， ( ) n
n x

S x c
≤

= ∑ ，则有 
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其中 

( )
1, ,

,
0, .
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注意到 
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≤ ≤
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故可得出 
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注：(1) 事实上，Abel 求和公式就是离散形式的分部积分公式。如果令 ( ) ( )dx

a
G x g t t= ∫ ，则分部积

分公式可以表述为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d .
b b

a a
f x g x x f b G b G x f x= −∫ ∫  

如果将数列的通项类比于函数，求和过程类比于求积分，求差过程类比于求微分，则 1k ka a+ − 对 

应于 ( )df x ，显然两者的含义是一致的，其在形式上与定积分的分部积分公式 d d
b b

a a
u v uv v u= −∫ ∫ 完美对

应，揭示了算术函数与连续可微函数之间的深层对称。 
(2) 分部求和公式本质上就是 Abel 求和公式，将离散的权值 nc 通过其部分和 ( )S x “打包”，利用积

分算子处理光滑函数 ( )f n ，体现了“以连续治离散”的统一思想。这一思想不仅极具有数学美感，也蕴

含着“由表及里、见微知著”的哲学思维，有利于培养学生认识数学对象间对立统一关系(如离散与连续)
的辩证思维能力。 

3. 改革路径：三维融合教学模式 

3.1. 维度一：类比启发——从分部积分到 Abel 求和 

教学过程应以“形式化结构对齐”为切入点。通过对比引导学生发现： nc 相当于微分 ( )dS t ，从而将

求和符号转化为积分号。这种类比有助于学生建立“由表及里”的哲学思维，降低认知负担。通过“离

散”与“连续”背景的引入和比较，引导学生认识数学与自然规律的统一性，增强科学素养和探索精神。 

3.2. 维度二：技术赋能——可视化渐近逼近 

利用 Python 或 Matlab 动态演示 ( ) ( )S x f x 项与积分项在 x →∞时的量级抵消过程。通过数学软件的

曲线拟合展示二者误差项的衰减速率与变化趋势，在此过程中，应面向学生强调现代化信息技术作为工

具的基础服务属性及其在当代科学研究中的支撑作用，培养学生利用现代信息化计算机技术解决分析问

题的能力。 

3.3. 维度三：阶梯式训练路径——从学科基础到科研前沿 

设计“三步递进”例题链如下： 
(1) 基础层：聚焦标准算术函数验证，直接应用分部求和公式；例：设 1x > ，则成立 

( )log log log
n x

n x x x O x
≤

= − +∑ 。 

证明：在分部求和公式中取 ( ) log , 1nf t t c= ≡ ，则 ( ) [ ]1
n x
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≤

= =∑ ，由此得到 
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注意到 { } log logx x x≤ 以及 

{ }
1 1

1d d log ,
x xt

t t x
t t

≤ =∫ ∫  
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我们有 

( )log log log .
n x

n x x x O x
≤

= − +∑  

(2) 进阶层：融入素数定理相关命题等价性的初步推导，重点训练权函数的选取与公式的灵活变形使

用； 
例：证明当 x →∞时，关于素数分布的以下三个式子是等价的： 

( ) ( ) ( )~ , ~ , ~ ,
log

xx x x x x
x

ψ θ π  

其中 

( ) ( ) ( ) ( ), log , 1.
n x p x p x

x n x p xψ θ π
≤ ≤ ≤

= Λ = =∑ ∑ ∑  

证明：根据数论函数 ( )nΛ 的定义可知 
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1 2 2

log log log log .
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另一方面，我们有 
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由此推出 

( ) ( ) ( )1 2 log ,x x O x xψ θ= +  

因此 ( ) ( )~ ~x x x xψ θ⇔ 。为了证明 ( ) ( )~ ~
log

xx x x
x

θ π⇔ ，我们令 
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c 
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

若 为素数

其他情形
 

则有 

( ) ( ), log .n n
n x n x

x c x c nπ θ
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根据分部求和公式可得 

( ) ( ) ( )
1

log d ,
x t

x x x t
t

π
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注意到 

( ) ( )1 , ,
t
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这就证明了 ( ) ( )~ ~
log

xx x x
x

θ π⇔ 。 

(3) 综合层：融入素数分布进一步的相关结论，例如梅森素数定理等。 
例：证明当 2x ≥ 时，存在常数 0C > 使得 

1 1log log .
logp x

x C O
p x≤

 
= + +  

 
∑  

证明：在分部求和公式中令 
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,
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若 为素数

其他情形
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注意到 
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由于 ( ) ( )1R t O= ，所以存在常数 A ，使得 

( )
22

d ,
log
R t

t A
t t

∞
=∫  

且满足 

( )
2 2

1 1d d .
loglog logx x

R t
t O t O

xt t t t
∞ ∞   
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∫ ∫  

综上所述，我们得到 

1 1log log ,
logp x

x C O
p x≤

 
= + +  

 
∑  

其中 

1 log log 2 .C A= − +  

4. 创新点总结 

离散–连续双路径理解：通过算数函数均值估计、素数分布的经典结论案例揭示 Abel 求和公式的积

分本质，利用分部求和公式搭建 Abel 求和公式与解析数论的数学桥梁。“类比–可视化–推导仿真”三

阶段训练：结合 Mathematica 与 Matlab 等工具，实现从几何直观到数值验证的全程赋能。离散变量连续
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化方法“问题链”设计：通过基础运用、公式变形、权函数选取、理论证明的阶梯式训练，提升学生探

索未知并解决复杂问题的能力。在整个教学过程中，注重培养学生的科学精神、创新意识和家国情怀，

使其认识到数学研究不仅是工具，更是理解世界、服务国家的重要基础。 

5. 结论与展望/推广 

Abel 求和公式不应被单纯视为计算工具，而应该将其定位为连接高等数学、数学分析、初等数论与

解析数论的通用语言。建议在高等数学阶段引入数论背景(例如算术函数的均值估计、素数分布的经典结

果等)，在数学分析教学中强化其测度与积分的核心内涵，并通过经典数论案例的应用构建“类比–应

用”闭环。该模式可推广至复分析、调和分析等课程，为培养交叉学科创新能力提供新范式。同时，主

讲教师需实现价值观教育与学科知识体系的深度整合，履行全人教育的育人职责。通过教学干预引导学

生构建正确的意义评价体系与伦理判断力，致力于发展学生的系统性思维框架、发散性认知特质以及实

证科学范式，旨在培养能够适应未来复杂任务情境的高阶认知能力与职业胜任力。 
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