
Advances in Education 教育进展, 2026, 16(7), 1040-1046 
Published Online July 2026 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/ae 
https://doi.org/10.12677/ae.2026.1671466  

文章引用: 曾玉平, 杨振平. 关于对角占优矩阵的几点教学注记[J]. 教育进展, 2026, 16(7): 1040-1046.  
DOI: 10.12677/ae.2026.1671466 

 
 

关于对角占优矩阵的几点教学注记 
曾玉平*，杨振平 

嘉应学院数学学院，广东 梅州 
 
收稿日期：2026年6月15日；录用日期：2026年7月13日；发布日期：2026年7月20日 

 
 

 
摘  要 

本文针对对角占优矩阵的教学提出了一些注记。首先，根据对角占优矩阵的可逆性和圆盘定理的证明过

程的相似性，我们提出了相应的教学注记。此外，讨论了对角占优矩阵Jacobi和Gauss-Seidel迭代法的收

敛性分析，并基于定理的证明过程分析了该两类迭代法的异同性，从而给出相关教学注记。 
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Abstract 
This paper puts forward some notes on the teaching of diagonally dominant matrices. First, employ-
ing the similarity of proof process for the invertibility of diagonally dominant matrices and the disk 
theorem, we provide the corresponding teaching notes. Additionally, the convergence analysis of 
Jacobi and Gauss-Seidel iterative methods on the diagonally dominant matrices is discussed. Based 
on the proof process of the theorems, the similarities and differences between these two types iter-
ative methods are also analyzed; thereby the relevant teaching notes are given. 
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1. 引言 

对角占优矩阵在数学理论上具有优美的性质，且在数值算法中有非常重要的应用。在数学理论上，

主要用线性代数的工具进行分析，而在应用上与数值分析中的迭代法密切相关，下面我们就这些性质展

开教学上的理解和讨论。  

1.1. 对角占优矩阵的数学理论 

我们首先回顾对角占优矩阵的定义[1]： 
定义：设矩阵 ( ) n n

ij n n
A a R ×

×
= ∈ ，若其满足： 

1
, 1, 2, , ,

n

ii ij
j
j i

a a i n
=
≠

> = ⋅⋅⋅∑  

则称 A 为严格对角占优矩阵。而若其满足 

1
, 1, 2, , ,

n

ii ij
j
j i

a a i n
=
≠

≥ = ⋅⋅⋅∑  

且上式中至少有一不等式严格成立，则称 A 为弱对角占优矩阵。 

1.2. 严格对角占优矩阵的数学性质 

定理 1 [1]：设 ( ) n n
ij n n

A a R ×

×
= ∈ 为严格对角占优矩阵，则 A 可逆。 

证明：反证法，假设 A 不可逆，即 ( )det 0A = ，则齐次线性方程组 0Ax = 有非零解 ( )1 2, , , T
nx x x x= ⋅⋅⋅ ，

从而
1
max 0ii n

x
≤ ≤

≠ ，不妨设
1
max 0k ii n

x x
≤ ≤

= ≠ ，考虑齐次线性方程组 0Ax = 的第 k 行，即有 

1 1
0

n n

kj j kk k kj j
j j

j k

a x a x a x
= =

≠

= ⇔ = −∑ ∑ ， 

由三角不等式可得 

1 1 1

n n n

kk k kj j kj j k kj
j j j
j k j k j k

a x a x a x x a
= = =
≠ ≠ ≠

= ≤ ≤∑ ∑ ∑ ， 

进而成立 

1

n

kk kj
j
j k

a a
=
≠

≤ ∑ ， 

上式与 A 为严格对角矩阵矛盾，定理得证。 
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教学注记 1：定理 1 只讨论了严格对角占优矩阵，对于弱对角占优情形，相应的结论为：设 A 为弱

对角占优不可约矩阵，则 A 可逆[2] [3]。事实上，在弱对角占优情形，之所以需要引入不可约性才能保证

矩阵可逆，这是因为不可约性可以把至少一行的严格对角占优性和其他行的弱对角占优性联系起来，其

相应的证明会亦显得复杂一些，因此在教学上可先讲严格对角占优矩阵(即定理 1)的证明，弱对角占优不

可约矩阵的可逆性证明可作为选讲内容或课后思考题。 

1.3. 圆盘定理 

定理 2：[3] [4] ( Geršhgorin 圆盘定理)设矩阵 ( ) n n
ij n n

A a R ×

×
= ∈ ，则 A 的每一个特征值必属于如下某 

个圆盘中， 

1
: , 1, 2, , .

n

k kk k kj
j
j k

G z C z a r a k n
=
≠

 
 = ∈ − ≤ = = ⋅⋅⋅ 
  

∑  

即说明 A 的特征值属于复平面上 n 个圆盘的并集 ( )
1

n

kk
G A G

=
= ∪ 。 

证明：设 λ 为 A 的特征值，对应特征向量为 ( )1 2, , , 0T
nx x x x= ⋅⋅⋅ ≠ ，取

1
max 0k ii n

x x
≤ ≤

= ≠ ， 

考虑 Ax xλ= 第 k 行，即 

( )
1 1

n n

kj j k kk k kj j
j j

j k

a x x a x a xλ λ
= =

≠

= ⇔ − =∑ ∑ ， 

从而 

1 1 1
 

n n n

kk k kj j kj j k kj
j j j
j k j k j k

a x a x a x x aλ
= = =
≠ ≠ ≠

− = ≤ ≤∑ ∑ ∑ ， 

于是成立 

1

n

kk kj k
j
j k

a a rλ
=
≠

− ≤ =∑ ， 

即证得定理结论。 
教学注记 2：上面两个定理研究的内容初看是不一样的，定理 1 讨论矩阵的可逆性，定理 2 讨论矩

阵的特征值位于何处。然而仔细观察后我们会发现定理 1 和定理 2 的证明思想非常类似，这在数学上也

是可以解释的，因为矩阵的可逆性和特征值紧密相连。事实上， ( ) 1 2det nA λ λ λ= ⋅⋅⋅ ，其中 ( )1,2, ,i i nλ = ⋅⋅⋅

为 A 的 n 个特征值，从而定理 2 可以推出定理 1，这是因为当 A 为严格对角占优矩阵，由定理 2 可知 A
的所有特征值都是非零的，因此 ( ) 1 2det 0nA λ λ λ= ⋅⋅⋅ ≠ ，从而可得定理 1 中的可逆性。此外，在教学上，

可通过类比思想让学生深刻体会定理 1 和定理 2 的证明过程。 
教学注记 3：正如教记 2 指出，圆盘定理是线性代数中非常重要的结论，其理由是它给出了特征值

的大致分布情况。由于矩阵特征值的计算在理论上不容易精确计算(在数学上等价于解 n 次多项式方程，

然而 5n ≥ 并没有一般的求根公式)，因此设计算法求解矩阵特征值是计算数学的主流分支。圆盘定理虽然

不能精确计算矩阵特征值，但是它指出了特征值大概位于何处，这已经为我们提供了很有效的信息。因

此，在线性代数的教学中应该把该定理列为重点学习内容，这在教学上也是可行的，因为其定理证明的

技术手段并不复杂。 
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教学注记 4：由教记 2 指出，定理 2 可以推出定理 1，但是笔者认为定理 1 应和定理 2 放在一起讲

授，首先它们证明过程类似，利用对比的证明方式进行授课可加深数学证明思想和技术手段的理解。事

实上，在定理 1 的证明过程中，用到了不可逆矩阵对应的齐次线性方程组有非零解这一结论，该结论从

特征值的观点来看即为不可逆矩阵有零特征值和非零特征向量。定理 2 的证明直接利用特征值估计来证

明，而特征值对应的特征方程有非零特征向量本质上就是不可逆矩阵齐次线性方程组有非零解。综上所

述，定理 1 和定理 2 的证明紧密相连，相辅相成。 
教学注记 5：定理 2 只是给出了圆盘定理的基本结论，该结论还可以进一步拓展，叙述如下：如果矩

阵 A 有 m 个圆盘组成一联通并集 ( )mG A ，且该并集与剩下的 n m− 个圆盘是分离的，则 ( )mG A 内恰好包

含 A 的 m个特征值[1] [3]。此外，圆盘定理对于复矩阵也是成立的。将圆盘定理应用到 A 的转置矩阵 TA ，

进一步可得结论： A 的特征值包含在 ( ) ( )TG A G A∩ 中。结合此结果，还可得[3] 

( )
1 11 1

min max ,max
n n

ij iji n j nj i
A a aρ

≤ ≤ ≤ ≤= =

  ≤  
  

∑ ∑  

用矩阵范数的观点来看，该结果即为 ( )A Aρ
∞

≤ 且 ( ) 1
A Aρ ≤ ，这是数值分析中的基本理论，圆盘

定理从几何直观上推导了该结论，可看成是圆盘定理的一个应用，该观察在数学上是非常优美的。此外，

为了进一步估计 A 的特征值，可引入可逆阵 J ，构造新矩阵 1J AJ− ，根据相似矩阵具有相同的特征值，

从而可把圆盘定理应用于新矩阵 1J AJ− ，进而给出 A 的特征值的新估计。在实际应用中，往往把 J 取为

对角元素均为正的对角矩阵来进行处理[3]。 

2. 基于对角占优矩阵的迭代法 

本节主要研究线性方程组 Ax b= ,其中 n nA R ×∈ 可逆， nb R∈ 为已知向量， nx R∈ 为所求变量。由数

值分析教材可知，简单迭代法具有如下形式[1]： 
( ) ( ) ( )( )1 1+ , 0, 1,2,k kx x M b Ax k k+ −= − = ⋅⋅⋅                          (1) 

若选取 M 为 A 的对角元素所生成的矩阵，上述迭代法即为 Jacobi 迭代法；若 M 选取为 A 的下三角

元素(含对角元素)生成的矩阵，则迭代法为 Gauss-Seidel 迭代法。下面讨论当 A 为对角占优矩阵时，相应

的 Jacobi 和 Gauss-Seidel 迭代法的数学性质。 

2.1. 基于对角占优矩阵的 Jacobi 迭代法 

首先把矩阵 A 分裂成如下三部分： 

A D L U= − − ， 

其中 D 为 A 的对角元素所生成的矩阵， L 为 A 的严格下三角元素所生成的矩阵(相差 1 负号)，U 为 A 的

严格上三角元素所生成的矩阵(相差 1 负号)。适当整理后，Jacobi 迭代法具有如下形式： 

( ) ( )1 + , 0, 1,2,k k
J Jx B x f k+ = = ⋅⋅⋅  

其中 ( )1
JB D L U−= + ， 1

Jf D b−= ，可证明该格式和式(1)取 M D= 的形式是等价的。 
定理 3：设 A 为严格对角占优矩阵，则求解 Ax b= 的 Jacobi 迭代法收敛。 
证法 1 [5]：反证法，假设 JB 的谱半径 ( ) 1JBρ ≥ ，则 JB 存在特征值 1λ ≥ ，考虑 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1det det det detJI B I D L U D D L Uλ λ λ− −− = − + = − − ， 

由于 A 为严格对角占优矩阵，从而 ( )1det 0D− ≠ ，由上式知 JB 的特征值即为 ( )det 0D L Uλ − − = 的根，

https://doi.org/10.12677/ae.2026.1671466


曾玉平，杨振平 
 

 

DOI: 10.12677/ae.2026.1671466 1044 教育进展 
 

经过计算得 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

D L U

a a a

λ
λ

λ

λ

 
 
 − − =
 
 
  





  



 

由于 | | 1λ ≥ ，且 A 为严格对角占优矩阵，从而有 

1 1

1 1 1 1
, 1, 2, ,

i n i n

ii ij ij ij ij
j j i j j i

a a a a a i nλ λ
− −

= = + = = +

   
> + ≥ + = ⋅⋅⋅   

   
∑ ∑ ∑ ∑ ， 

此式说明 D L Uλ − − 为严格对角占优矩阵，由定理 1 知 ( )det 0D L Uλ − − ≠ ，即说明 1λ ≥ 不可能是

JB 的特征值，定理得证。 
证法 2 [6]：由于 ( )1

JB D L U−= + ，经过详细计算后得： 

( )1

1 1
max 1

n
ij

J i n j ii
j i

a
B D L U

a
−

∞ ∞ ≤ ≤ =
≠

= + = <∑ ， 

需指出的是：最后一个不等式成立是因为 A 为严格对角占优矩阵。因此 JB 的谱半径 
( ) 1J JB Bρ

∞
≤ < ，定理得证。 

2.2. 基于对角占优矩阵的 Gauss-Seidel 迭代法 

适当整理后，Gauss-Seidel 迭代法具有如下形式： 

( ) ( )1 + , 0, 1,2,k k
G Gx B x f k+ = = ⋅⋅⋅  

其中 ( ) 1
GB D L U−
= − ， ( ) 1

Gf D L b−
= − ，可证明该格式和式(1)中 M D L= − 的形式是等价的。 

定理 4 [1]：设 A 为严格对角占优矩阵，则求解 Ax b= 的 Gauss-Seidel 迭代法收敛。 
证明：反证法，设 GB 的谱半径 ( ) 1GBρ ≥ ，则 GB 存在特征值 1λ ≥ ，考虑 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1det det det detGI B I D L U D L D L Uλ λ λ− −− = − − = − − − ， 

因为 A 为严格对角占优矩阵，从而 ( )( )1det D L −
− ，故 GB 的特征值即为 ( )( )det D L Uλ − − 的根，直接

计算得 

( )

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

D L U

a a a

λ
λ λ

λ

λ λ λ

 
 
 − − =
 
 
  





  



 

由于 1λ ≥ ，且 A 为严格对角占优矩阵，从而有 

1 1

1 1 1 1
, 1, 2, ,

i n i n

ii ij ij ij ij
j j i j j i

a a a a a i nλ λ
− −

= = + = = +

   
> + ≥ + = ⋅⋅⋅   

   
∑ ∑ ∑ ∑ ， 

此式说明 ( )D L Uλ − − 为严格对角占优矩阵，由定理 1 知 ( )( )det 0D L Uλ − − ≠ ，即说明 1λ ≥ 不可

能是 GB 的特征值，定理得证。 
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教学注记 6：从定理 3 和定理 4 可知：若 A 为严格对角占优矩阵，则求解 Ax b= 的 Jacobi 和 Gauss-
Seidel 迭代法均收敛，该结果对于弱对角占优不可约矩阵也成立[5]，这在数学理论上可以说是非常优美

的结论，并且定理 3 的证法 1 和定理 4 的证明如出一辙，这也体现了数学结论和证明过程的统一性。此

外，为了体现它们之间的差异性，我们回顾了定理 3 的证法 2，该证法利用迭代矩阵 JB 的谱半径 ( )JBρ
被无穷范数 JB

∞
可控制性，通过证明 1JB

∞
< 推出 ( ) 1JBρ < ，尽管证明过程是间接手段，但是证明方法

是非常巧妙和简洁的。事实上，证法 2不但证明了 Jacobi迭代的收敛性，还得到更深刻的结论即 1JB
∞
< 。 

教学注记 7：由注记 4 可知：当 A 为严格对角占优矩阵，则求解 Ax b= 的 Jacobi 和 Gauss-Seidel 迭
代法都是收敛的。然而，当 A 为对称正定矩阵时，并没有如此完美的结论。相应的结论修改为[4] [5]：设

A 为对称正定矩阵，则(1) Jacobi 迭代法收敛的充分必要条件为 2D A− 也是正定矩阵；(2) Gauss-Seidel 迭
代法收敛。也就是说， A 为对称正定矩阵可以保证 Gauss-Seidel 迭代法的收敛性，而要使得 Jacobi 迭代

法收敛还需加上 2D A− 的正定性。这也从数学理论上体现了两类迭代法在对称正定矩阵上的差异性。 
教学注记 8：对于 Jacobi 和 Gauss-Seidel 迭代法的收敛性研究在一般情形是比较复杂的，可构造矩阵

使得 Jacobi 迭代收敛但 Gauss-Seidel 迭代发散，亦可构造矩阵使得 Gauss-Seidel 迭代收敛但 Jacobi 迭代

发散。但是对于相容次序矩阵[5]，可系统研究两类迭代法对应迭代矩阵谱半径的联系。此外，Gauss-Seidel
迭代可推广至超松弛迭代法，该迭代的收敛性研究也可覆盖到对角占优矩阵，对称正定矩阵和相容次序

的矩阵。超松弛迭代法还可通过调整超松弛因子ω 来优化迭代法的收敛速度，这在数值分析课程中称为

超松弛(SOR)迭代法，这也是数值计算中的有趣课题。SOR 方法同时由 D. M. Young 和 H. Frankel 给出，

两人的结果均发表于 1950 年[7]。将 SOR 方法应用于规则网格上有限差分的 Possion 方程，可理论上分

析如何选取 SOR 方法的松弛因子来改进迭代法的收敛速度。而对于一般问题，如何获得最优松弛因子在

理论分析上是比较困难的，实际计算中可动态进行调节。事实上，当 SOR 方法中的松弛因子 1ω = 时，

即为 Gauss-Seidel 迭代法，对 SOR 方法与 Jacobi，Gauss-Seidel 迭代法相应的谱半径比较也是非常有趣的

课题，在教学中可作为学生课后探讨的课题。 

3. 结语 

对角占优矩阵无论在数学理论和迭代法的研究中均有优美的数学思想。本文首先讨论了对角占优矩

阵的可逆性，之后回顾了圆盘定理，两者的证明过程非常类似，根据这些相似性我们给出了教学注记 1~5。
然后我们讨论了对角占优矩阵对应的 Jacobi 和 Gauss-Seidel 迭代法的收敛性，特别地，对 Jacobi 迭代法

给出了两种证明，Jacobi 迭代收敛性的证法 1 和 Gauss-Seidel 迭代收敛性的证明的技术手段是类似的，两

者均采用反证法，并利用定理 1 获得相应结论。Jacobi 迭代的证法 2 利用矩阵的无穷范数控制谱半径的

思路来证，证法非常巧妙和简洁。通过对比两类迭代法的证明，我们给出了教学注记 6~8。 
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