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摘  要 

线性方程组的迭代解法是数值分析中的重点教学内容，该部分知识点难度较高，教学难度较大，为了让

本校学生在学习这部分内容时能更好地理解相关内容，本文对教学过程中出现的问题进行剖析，结合相

关教学经验总结探讨了线性方程组迭代解法的迭代程序，并从教师的教和学生的学两个方面给出了建议。 
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Abstract 
Iterative methods for solving linear systems are a key topic in numerical analysis, and this subject 
area is both challenging in content and difficult to teach. To help students at our institution better 
understand this material, this paper analyzes common problems encountered during instruction, 
summarizes relevant teaching experiences, discusses the iterative algorithms used in solving linear 
systems, and provides recommendations from both the instructor’s teaching perspective and the 
student’s learning perspective. 
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1. 引言 

数值分析[1]不仅是数学专业的核心必修课程，也是工科类专业一门重要的基础学习课程，在数值计

算与误差分析等方面有着广泛应用，数值分析教学质量的提升能更好地帮助学生理解相关教学内容，从

而提高教学效率。线性方程组的常规解法较为简单[2]，只需要学生具备一点线性代数基础知识，即可将

线性方程组求解出来，但线性方程组的迭代解法这一知识点难度较高，而这种方法又恰恰是实现编写程

序求解线性方程组的基础理论知识，因此对线性方程组迭代解法的教学进行探索是有必要的。 
陈浩等[3]认为迭代解法能培养学生的创造性思维，在教学中应当引导学生探究不同迭代方法之间的

关系，激发学生的思维活力，但并未给出具体的实施方案。雍龙泉[4]在 Jacobi 和 Gauss-Seidel 迭代法的

基础上进行补充，探讨了矩阵的构造方法，为教学提供了参考，对迭代法的收敛性的教学理念考虑不足。

刘雄峰[5]结合教学与实例，展示了如何使用 MATLAB 软件来编程求解线性方程组，体现了理论与实践

并重的教学理念，对迭代法的教学方法未进行深入探讨。朱艳[6]结合教学实践拓展教学内容，提高教学

的广度和深度，未充分考虑学生的综合实际情况，同时没有展示教学效果。Valdés Santiago [7]基于数值

分析课程的特点，对线性方程组的迭代解法设计教学方法，为数值分析提供了教学方法指导方案，该方

案并未实施在教学中。Liang C [8]讨论了自伴随且半正定系数算子情形下的 Gauss-Seidel 迭代法，推导了

线性方程的收敛性结论，这是很有必要的，但面对复杂矩阵时，该收敛性的分析有待于被验证。Mei D 等

[9]以成果导向教育理念为引领提出系统的教学改革方案，并提升了学生的科学计算素养与解决实际问题

的能力，学生满意度和考试成绩均有明显改善，为数值分析课程的教学方法提供了有效的改革路径。 
本文提出“数据诊断–问题归类–三维改革”的系统教学改进路径，为线性方程组的迭代解法提供

了教学改革方案，适用于地方院校和学生基础差异较大的班级，在编程教学中强调理论建模与代码之间

的联系。通过实证数据验证改革效果，2024 级不及格率从 28.72%降至 12.77%，为教学改革提供了数据

支撑。本文主要创新点如下： 
1. 数据驱动的教学诊断：通过两个年级、共 206 名学生的测试成绩对比，揭示了不及格率高与编程

理解弱等实际问题，具有较强的实证基础； 
2. 类比迁移教学策略：将函数不动点迭代法的思想横向迁移到线性方程组的迭代解法中，帮助学生

建立新旧知识的联系，降低理解难度； 
3. 编程教学的细致引导：提出引导学生自主完成矩阵的 D、L、U 矩阵分解，而非直接给出代码，强

化了对迭代公式矩阵形式的理解； 
4. 教学与学习的双向互动机制：强调学生反馈、小组合作、实验室开放等机制，形成“教–学–练–

评”闭环，提升教学效果； 
5. 教学模式的融合与灵活调整：“多媒体展示 + 板书推导 + 编程实践”三位一体，适应不同学生

的学习风格，提升课堂参与度。 
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2. 基础理论 

2.1. 迭代解法的基本概念[1] [3] 

对线性方程组 AX b= ，设 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2, , , , kx x x x⋅ ⋅ ⋅ 是一组迭代向量序列，当 k →∞时，迭代序列会逐渐逼

近精确解 *x 。若相邻的近似解之间满足固定的函数关系，则称这种方法为固定格式迭代法。类似于不动

点迭代法，解线性方程组的固定格式迭代法一般具有下列形式： 

x Bx f= + ， ( )0,1,k = ⋅⋅⋅                                  (2.1) 

其中 B 为常数迭代矩阵， f 是常数迭代列向量， x 是迭代序列，初值可自行设定，给出初值后，通过公

式(2.1)便可将线性方程组的解迭代出来。 

2.2. 固定格式迭代法的收敛性[10] 

定理 1.1 (固定迭代法基本定理)：设有一阶固定格式迭代法： 
( ) ( )1k kx Bx f+ = + ， ( )0,1,2,k = ⋅⋅⋅                              (2.2) 

其中 I B− 为非奇异矩阵，对任意初始向量迭代 ( )0x 迭代法得到的解序列 ( ){ }kx 都收敛的虫咬条件是谱半

径 ( ) 1Bρ < ，并且 ( ) *lim k

k
x x

→∞
= 就是方程 x Bx f= + 的唯一解。该证明过程详见参考文献[11]，这里不再赘 

述，谱半径定义为：
1

( ) max ii n
Bρ λ

≤ ≤
= ， ( ), 1, 2,i iλ = ⋅⋅⋅ 是矩阵 B 的所有特征值。 

3. 线性方程组的迭代解法 

3.1. 雅克比迭代法[12] 

线性方程组 AX b= 的方程组表达方式如下： 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 1 2

1 1 2 2

...

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + ⋅⋅⋅ + =
 + + ⋅⋅⋅ + =


 + + ⋅⋅⋅ + =

                              (3.1) 

在式(3.1)中，主对角元素均不为零，即 ( )0, 1,2, ,iia i n≠ = ⋅⋅⋅ ，可将上述方程组改写为下列等价形式： 

 

( )

( )

( )

1
1 12 2 1

11 11

2
2 21 1 1

22 22

1 1 2 2 1 1

1

1

...
1

n n

n n

n
n n n nn n

nn nn

bx a x a x
a a

bx a x a x
a a

b
x a x a x a x

a a− −

 = − + + ⋅⋅⋅ + +



= − + ⋅⋅⋅ + +





= − + + ⋅⋅⋅ +


                        (3.2) 

根据方程组(3.2)，将等号右边的未知数看成是上一步的迭代解，等号左边的看作下一步的迭代解，

可以得出线性方程组得出迭代计算公式： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1 1
1 12 2 1

11 11

1 2
2 21 1 1

22 22

1 0 .

1 0

k k k
n n

k k k
n n

bx a x a x
a a

bx a x a x
a a

+

+

 = − + + ⋅⋅⋅ + +


 = − + + ⋅⋅⋅ + +


                   (3.3) 
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( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 1 2 2 1 1

...
1 0k k k k n

n n n nn n
nn nn

b
x a x a x a x

a a
+

− −= − + + ⋅⋅⋅ + +                     

得到的线性方程组的迭代解法就是雅克比(yacobi)迭代法，称公式(3.3)为雅克比迭代法的方程组迭代

式。根据线性方程组的矩阵表现形式，可将公式(3.3)写成如下形式： 
( ) ( ) ( )1 1 1k kx D L U x D b+ − −= + +                                (3.4) 

其中， , ,D L U 分别为对角矩阵、严格下三角和严格上三角矩阵， , ,D L U 三个矩阵均与 A 矩阵有关，并分

别给出了这三个矩阵的表型形式。 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a
a a a

D

a a a

 
 
 =  
  
 

， 21

1 2

0 0 ... 0
0 ... 0

... ... ... ...
... 0n n

a
L

a a

 
 − =  
  − − 

，

12 1

2

0 ...
0 0 ...
... ... ... ...
0 0 ... 0

n

n

a a
a

U

− − 
 − =
 
 
 

 

在公式 (3.3)中，将 ( )1D L U− + 看作矩阵 B ，将 1D b− 看作向量 f ，这是符合固定格式迭代法
( ) ( )1k kx Bx f+ = + 的。 

3.2. 高斯–赛德尔迭代法[13] 

通过对雅克比迭代法的观察，发现从第二项起，第 k 项前面的 1k − 个分量都已通过迭代计算得出，

因此考虑将这些分量替代当前迭代式中的相应分量的上一步迭代结果，变得到了高斯–赛德尔迭代法，

具体计算公式如下： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1
1 12 2 1

11 11

1 1 2
2 21 1 1

22 22

1 1 1 1
1 1 2 2 1 1

1 0

1 0

...
1 0

k k k
n n

k k k
n n

k k k k n
n n n nn n

nn nn

bx a x a x
a a

bx a x a x
a a

b
x a x a x a x

a a

+

+ +

+ + + +
− −

 = − + + ⋅⋅⋅ + +



= − + + ⋅⋅⋅ + +





= − + + ⋅⋅⋅ + +


                  (3.5) 

通过将对(3.5)式的整理，得到其对应的矩阵表现形式为 ( ) ( ) ( )1 11 1k kx D L U x D b+ +− −= + + ，将含有 ( )1kx +

的项整理后得出： 
( ) ( ) ( ) ( )1 11k kx D L Ux D L b− −+ = − + −                             (3.6) 

例 1：用雅克比迭代式与高斯–赛德尔迭代法求解方程组(3.7)，解分量的误差小于 0.001。 

1 2 3

1 2 3

1 2

5 2 . 12
1 4 2 20

2 3 10 3n

x x x
x x x

x x x

+ + = −
− + + =
 − + =

                                 (3.7) 

【解】对于方程组(3.7)，其对应的雅克比迭代法的计算公式为 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1
1 2 3

1
2 1 3

1 120 2 3
5 5
1 200 2
4 4

k k k

k k k

x x x

x x x

+

+

− = − + + +

 = − − + + +

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( ) ( ) ( )( )1
3 1 2

1 32 3 0
10 10

k k kx x x+ = − − + +  

使用公式(3.4)迭代，经计算得出 ( )( )1

0.2147 0.0000
0.1074 0.4946
0.1074 0.4946

i
iD L U
i

λ −

− +
+
−


+ = 



，显然其谱半径是小于 1 的， 

使用迭代法时收敛。经过 5 次迭代后，得到 [ ]4.0087 2.9851 2.0086 TX = − ，当经过 20 次迭代后，迭代结

果为 [ ]4 3 2 TX = − ，而方程组的精确解恰恰就是 [ ]4 3 2 TX = − 。 
方程组(2.8)对应的高斯–赛德尔迭代法的计算公式为 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1
1 2 3

1 1
2 1 3

1 1 1
3 1 2

1 120 2 3
5 5
1 200 2
4 4
1 32 3 0

10 10

k k k

k k k

k k k

x x x

x x x

x x x

+

+ +

+ + +

− = − + + +

 = − − + + +



= − − + +

 

同理，得出迭代矩阵的谱半径为 0.2 ，这也是小于 1 的，经过 5 次迭代后，得到

[ ]4.0004 3.0001 2.0001 TX = − ，当经过 8 次迭代后，迭代结果为 [ ]4 3 2 TX = − ，这与方程组的解也是一致

的，并且比雅克比迭代法的收敛速度更快。 
算法 2.1：雅克比迭代法 
输入 A，b，x， 
生成 3 个零矩阵 D，L，U，用矩阵 A 中的元素替换掉零矩阵中相应位置的元素。 
for i  = 1:N 
    if  max (abs(b − A*X)) < 0.001; 
        break 
    else 
        X = D^ (−1)*(L + U)*X + D^ (−1)*b 
    end 
end 
算法 2.2：高斯–赛德尔迭代法 
输入 A，b，x， 
生成 3 个零矩阵 D，L，U，用矩阵 A 中的元素替换掉零矩阵中相应位置的元素。 
for i = 1:N 
    if  max (abs (b − A*X)) < 0.001; 
        break 
    else 
        X = (D − L)^(−1)*U*X + (D − L)^(−1)*b 
    end 
end 
使用传统计算方法也能求解出线性方程组，但使用计算软件会大大减少手动计算时间，节约大量时

间成本。 
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4. 线性方程组的教学改革探索 

4.1. 教学现状 

线性方程组的迭代解法是数值分析及计算软件课程中的重要环节之一，学生对于理论的理解很透彻，

但部分同学对于代码编程也能很快熟悉，但部分同学对矩阵替换难以理解，对 matlab [14]编程语言的理

解较弱。这里选取某校数学专业 2023 级与 2024 级同学为例，2023 级有学生 18 人，2024 级有学生 188
人。在讲授完线性方程组迭代解法教学内容以后，对相应内容进行作业布置与课堂测验，抽查学生学习

线性方程组迭代解法后对相应知识的掌握情况，测试结果如下： 
 

Table 1. Test results for solving linear systems using iterative methods 
表 1. 线性方程组迭代法求解测试成绩表 

分数区间 优秀(90 及以上) 良好(80~89) 中等(70~79) 及格(60~69) 不及格(59 及以下) 

2023 级人数 15 23 47 49 54 

所占比例 7.98 12.23 25.00 26.06 28.72 

2024 级人数 29 62 50 23 24 

所占比例 15.42% 32.98% 26.60% 12.23% 12.77% 

 
从表 1 的测试成绩来看，两个年级学生的学习效果存在一定的差异性，接受知识的能力也有所不同，

其中 2024 级的成绩明显优于 2023 级的成绩。2023 级的不及格率最高，共有 54 人，占比 28.72%，良好

及以上仅 48 人，占比 20.21%，多数学生集中在中等与及格区间。2024 级的良好及以上 91 人，相较于

2023 级有显著提高，不及格率降至 12.77%，低分段人数明显减少。经过对学生的学习情况进行分析后，

了解到分数低的同学因为没有能熟练掌握相关概念，导致分数较低，还有部分同学的代码理解能力较弱，

在程序编写部分没有拿到分，少部分同学是因为过于自信导致分数不高。通过对学生的学习情况与测试

结果数据进行分析，总结出学生学习线性方程组迭代解法难度大的原因有以下几点：第一，基础薄弱，

高等代数相关知识的理解不够透彻，遗忘了特征值等关于矩阵的知识内容，进而无法深入理解线性方程

组的迭代解法；第二，在进行公式变形时不了解怎么迭代与初值设置，计算能力较弱；第三是学生对代

码程序的理解不够透彻，对 matlab 代码的编程语言不熟练。针对以上学习问题与问题成因，对线性方程

组的迭代解法总结了三个教学经验。 

4.2. 改革措施 

4.2.1. 教学方法改革措施 
在学习线性方程组之前，学生已经学习了函数的不动点以及不动点迭代法，因此对线性方程组的教

学可以使用类比迁移的教学方法。首先复习线性方程组的常规解法，在面对矩阵维度较高的矩阵时，矩

阵的常规变换计算量大，且计算容易出错。再回顾不动点迭代的概念，让学生回想起函数不动点的核心

定义，将不动点的理念横向迁移到线性方程组的迭代解法中，进而引出线性方程组迭代解法的核心概念。

在使用迭代法求解线性方程组时，只需要进行矩阵相乘与向量相加，不涉及矩阵的行变换，计算量大大

减少。 
不愤不启，不悱不发，在教学过程中合理使用启发式教学能加深学生对相关知识点的理解。在教学

过程中时刻留意学生的一举一动，注意与学生的交流与提问，在提问中引导学生理解核心难点积极引导

学生独立思考。同时鼓励学生自主解决学习过程中遇到的问题，在学生不能自行解决问题时，积极引导
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学生查找相关资料与核心知识点。教学过程中引导学生将复杂的知识点进行简单化，将抽象的知识点具

象化为可实际操作的显示具体公式与程序，把握教学节奏，根据学生的学习反馈情况，及时调整教学方

法与引导学生。此外，随着教学方式多元化的兴起，教师可以改进教学模式与改进评价方法，合理使用

多媒体 + 传统板书的教学模式。纯粹使用多媒体教学或板书教学已不能满足当 前的教学，可将二者合

理结合。在理论讲解时可使用多媒体将相应的知识点列举出来，把关键词语通过板书书写在黑板上，在

进行公式推到与实例计算时，应在板书上将相应的推导过程与实例计算演示出来，便于学生对相关知识

点的理解。在课外，积极引用慕课、学习通等新兴教学软件或平台，在教学评价时，注重学生平时的课

堂表现与作业完成度，适当降低期末试卷考核比重，有助于消除学生对期末考试的恐惧心理，并能加强

学生平时对课堂的关注度。在代码编写的过程中，引导学生自行完成矩阵的分解，即如何将矩阵分解为

前文中提到的 D 矩阵、L 矩阵和 U 矩阵。 

4.2.2. 学习方法改革措施 
课堂教学不仅仅是教师的课堂，课堂的主体是学生，教学是一个学生学习与教师教学的双向过程。

要是学生对知识难点的理解，光靠教师改进教学方法是不行的，在这个过程中，学生的学习态度与方法

起着关键的决定作用。在教学过程中，学生应该与教师有适当的互动，例如在教师进行问答时，学生可

以先进行思考，然后相互讨论思考结果，最后给出问题的答案。教师不仅要主动去询问学生的学习情况，

学生也应该及时反馈自己的学习情况，让教师的教与学生的学能得到及时的回应。受限于课堂时间的短

暂，可将学生分成多个学习小组进行合作学习，对于学习过程中出现的问题先进行小组讨论，对于没有

讨论结果的问题，集中汇总后再与教师讨论，直至问题得到解决。 

4.2.3. 业余时间改革 
作为大二学生，课堂任务相对减少，可由学生支配的时间较多。在空余时间，除了完成相应学科的

作业外，可适当开放实验室，组织学生合理分批次的到实验室进行代码编写，巩固学习成果，进而提升

学生对教学难点的理解。在练习代码的过程中，遇到代码出现错误的时候，先与周围同学讨论，不断将

代码中的错误进行修改，加深对代码的理解，进一步加深学生对困难知识点的理解。 

5. 总结 

在数值分析及计算软件这门课程中，关于线性方程组的迭代解法理论知识较为抽象，学生学习过程

中感觉知识学习与代码编写很困难。本文在实际教学经验中，总结归纳了学生在学习线性方程组的迭代

解法经常出现的问题及原因，并给出未来相应的教学策略，希望能给教师探索教学改革的实践途径提供

一些帮助和借鉴。 
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