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摘  要 

传统高等数学中拉格朗日乘数法教学常止步于等式约束求解，造成约束优化思想的认知断裂。本文以构

建拉格朗日乘数法到KKT条件的衔接逻辑为主线，提出贯通式教学设计：通过逐层拓展的案例揭示从等

式约束到不等式约束下梯度共线与互补松弛的几何本质，并借助AI工具承担复杂计算与可视化，将认知

重心从计算操作转向优化思想的内化。该教学设计旨在帮助学生建立起条件极值→最优性条件→约束优

化的认知脉络，为机器学习等前沿课程提供思维接口，探索AI时代高等数学深度教学的一条可复用路径。 
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Abstract 
Traditional teaching of the Lagrange multiplier method in advanced mathematics often ends with 
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solving equality-constrained optimization problems, which results in a fragmented understanding of 
constrained optimization. Taking the logical transition from the Lagrange multiplier method to the 
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) conditions as the main thread, this paper proposes an integrated teaching 
design. Through a sequence of progressively extended cases, the design reveals how gradient parallel-
ism and complementary slackness extend their geometric interpretation from equality constraints to 
inequality constraints. AI-based tools are employed to handle complex computations and visualization, 
shifting the cognitive focus of students from mechanical calculations to the internalization of optimiza-
tion concepts. The proposed design helps students establish a coherent cognitive framework linking 
conditional extrema, optimality conditions and constrained optimization. It further provides a cognitive 
bridge to advanced courses such as machine learning and explores a replicable model for deep teach-
ing in advanced mathematics in the AI era. 
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1. 引言 

高等数学是工科及理科专业的核心基础课程，其教学质量直接影响学生的数学素养与后续专业课程

的学习能力。在多元函数微分学中，拉格朗日乘数法是约束极值问题的重要求解工具，也是学生首次系

统接触约束优化思想的认知节点。从无约束优化到约束优化的过渡，不仅涉及求解方法的变化，更涉及

对最优性条件及约束作用的理解。 
当前高等数学教学中拉格朗日乘数法的处理普遍存在两方面局限。其一，重计算、轻几何。课堂教

学主要集中于拉格朗日函数构造与方程组求解，学生对核心条件 f gλ∇ = ∇ 的理解多停留于符号操作层面，

未能建立等高线与约束曲线相切的几何直觉。这一缺失直接阻碍了从等式约束向不等式约束的认知延伸

[1] [2]。其二，重等式、轻拓展。教学通常止步于等式约束极值求解，不等式约束及 KKT 条件鲜有涉及。

二者在教学处理中被分割为孤立的知识片段，学生难以形成从条件极值到一般约束优化的完整认知结构

[3] [4]。这种割裂式学习状态不仅影响了优化思想的系统理解，也削弱了在工程优化与数据分析中的迁移

能力。这一教学困境并非国内独有，国际数学教育研究同样关注此类问题。Arcavi 指出，可视化表征在

数学概念学习中具有不可替代的作用，几何直观的缺失会使理解滞留于操作层面[5]。 
针对上述问题，国内教学改革研究逐渐强调知识结构的系统性，主张以知识链条化和思想贯通化替

代孤立知识点讲授[6] [7]。在国际数学教育研究中，Niss 提出的数学能力框架强调数学学习应体现结构性

思维与迁移能力的发展，而不仅是程序性技能的积累[8]。Simon 的“关键发展性理解”理论与此呼应，

指出关键概念节点的断裂将阻碍后续知识建构[9]。Landgärds-Tarvoll 与 Göller 进一步从优化教学角度提

出，拉格朗日乘数法教学应强化其几何意义与约束结构之间的联系，推动学生从算法执行转向思想理解

[10]。上述研究共同表明：约束优化教学的关键不在于求解方法本身，而在于如何建立等式约束与不等式

约束之间的连续认知结构。拉格朗日乘数法与 KKT 条件正是这一连续性在不同约束形态下的具体体现。

前者以梯度共线条件处理等式约束，后者通过互补松弛条件与乘数符号限制将其推广至不等式约束，二

者共同构成约束优化理论的基础框架[11] [12]。因此，在高等数学教学中构建二者之间的逻辑衔接，并非
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增加超纲内容，而是还原知识体系的内在连续性。 
AI 工具为这一教学重构提供了支持。不等式约束问题的方程组求解因变量增多而趋于繁琐，几何关系

的呈现也受限于静态板书。借助计算工具与可视化技术承担符号求解和图形生成，可将认知资源从操作负

担中释放，聚焦于优化思想的理解与内化[13] [14]。这一支持并非替代数学思维，而是为思维深化创造条件。 
基于上述分析，本文以拉格朗日乘数法到 KKT 条件的衔接逻辑为主线，构建约束优化思想贯通式教

学模式。通过案例递进与几何分析结合，将等式约束、变量边界约束与一般不等式约束纳入统一分析框

架，引导学生形成“条件极值→最优性条件→约束优化”的认知结构。区别于侧重单一知识点改进的既

有研究，本文聚焦等式约束与不等式约束之间的教学衔接，强调约束优化知识结构的连续呈现，为高等

数学优化内容教学提供可操作的设计路径。 

2. 教学问题分析 

当前高等数学中拉格朗日乘数法的教学，在知识传授与思维培养之间存在三方面断裂。 
首先，几何表征弱化。理论上，拉格朗日乘数法的本质在于目标函数等值线与约束曲线在最优点处

相切，对应梯度共线这一核心几何关系。但在课堂教学中，内容通常以拉格朗日函数构造与方程求解为

主，强调代数推导的规范性，而对几何结构与直观解释关注不足。这种代数主导的教学方式削弱了学生

对约束极值几何机制的理解。 
其次，知识结构割裂。拉格朗日乘数法主要用于等式约束问题，而 KKT 条件将其推广至不等式约束

情形，二者本质上是同一优化思想在不同约束条件下的递进表达。然而在现行课程体系中，两者往往被

分置于不同教学阶段处理，使学生难以把握其理论连续性，容易将其误解为独立方法体系，从而导致约

束优化知识结构碎片化。 
再次，优化思想内化不足。学生通常能够按照既定步骤完成标准题型求解，但对最优性条件的来源

及其推广机制缺乏理解，也难以将方法迁移至非标准问题或实际应用场景。这种以程序性操作为主导的

学习方式，使约束优化思想难以内化为稳定且可迁移的认知结构。 
上述问题相互关联并形成叠加效应：几何直观的缺失削弱理论理解的直觉基础，知识结构的割裂强

化了程序化学习倾向，而思想内化不足则是前两者共同作用的结果。因此，有必要在教学设计中重建约

束优化的连续认知结构，将几何直观、逻辑推导与应用迁移整合为统一的学习路径。 

3. 贯通式教学设计与实施 

针对上述教学问题，本文以从拉格朗日乘数法到 KKT 条件的内在逻辑衔接为主线，构建约束优化思

想贯通式教学设计，通过逐层递进的知识结构，实现从等式约束到不等式约束的自然过渡，从而形成统

一的约束优化认知框架。 

3.1. 等式约束下拉格朗日乘数法的几何重构 

在等式约束条件下，考虑优化问题： 
( )max f x , s.t. ( ) 0.g x =  

构造拉格朗日函数： 

( ) ( ) ( ), .L f gx x xλλ = +  

其一阶最优性条件为： 

( ) ( )* *f gx xλ∇ = ∇ , ( )* 0.g x =  

教学实施中，本节分三步展开。第一步，引导学生手动完成建模与一阶条件推导，确保其掌握构造
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拉格朗日函数的核心技能。第二步，将非线性方程组求解交由 AI 完成，节省课堂时间。第三步，借助 AI
工具生成目标函数等值线与约束曲线的相切图，标出两函数梯度方向，引导学生观察并归纳：在最优点

处，等值线与约束曲线相切，梯度方向满足共线关系。由此，使学生的理解从代数操作上升至几何层面，

建立“最优性条件 = 几何结构约束”的基本认知。 

3.2. 不等式约束扩展与 KKT 条件引入 

在等式约束基础上，引入一般不等式约束优化问题： 
( )max ,f x  s.t. ( ) 0, 1, 2, , .ig i mx ≤ =   

其 KKT 条件可表述为： 

( ) ( )* *
1 0,m

i iif gx xλ
=

∇ + ∇ =∑  

( ) ( )* *0, 0, 0.i i i ig gx xλ λ≤ ≥ =  

教学中应重点强调互补松弛条件： 

( )* 0.i ig xλ =  

教学中重点阐释互补松弛条件 ( )* 0i ig xλ = 的结构含义：当约束不起作用时， ( )* 0 0i ig x λ< ⇒ = ；当

约束起作用时， ( )* 0 0i ig x λ= ⇒ ≥ 。 
为强化理解，将等式约束与不等式约束的最优性条件并列对比，引导学生发现：等式约束是 ( ) 0g x =

恒成立的特例，此时互补松弛自动满足，λ 的符号限制随之解除。由此使学生理解，KKT 条件并非新增

公式体系，而是拉格朗日乘数法在不等式约束下的自然推广，其本质仍是约束激活与最优性结构之间的

统一关系。 
 

 
Figure 1. Gradient collinearity and tangency under equality constraints 
图 1. 等式约束下的梯度共线与相切关系 

3.3. 递进式案例驱动的知识贯通 

为强化学生对优化思想的整体把握，构建由浅入深的三阶段案例链，各阶段共用同一问题背景，通
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过逐步修改约束条件，展现方法演进的逻辑脉络。 
案例一(等式约束)：求解 ( )max ,f x y ，约束为 2 2 1x y+ = 。教学要点：完整呈现建模与求解过程，AI

工具辅助求解方程组并生成等值线与单位圆约束的相切图(如图 1)，引导学生观察梯度共线关系，理解乘

数 λ 度量约束松紧对最优值的影响。 
案例二(变量边界约束)：在案例一基础上增加 0x ≥ 、 0y ≥ 的变量边界。教学要点： 

• 引导学生分析可行域变化，是否最优解仍在内点还是移至边界？ 
• 若边界约束生效，乘数符号如何判定？ 
• AI 工具生成可行域阴影图与梯度方向标注，直观展示边界解与内部解的几何差异(如图 2)。 

案例三(一般不等式约束)：求原点分别到区域 2 2 4x y+ ≤ 内一点及区域外一点的距离最小值。教学要

点：两个子案例分别对应内部解(约束无效， 0λ = )与边界解(约束生效， 0λ > ) (如图 3)。将三种情形的

最优性条件归纳为统一表格，使学生理解 KKT 条件是拉格朗日乘数法的自然延伸，而非独立方法。 
 

 
Figure 2. Comparison of interior and boundary solutions under variable bound constraints 
图 2. 变量边界约束下的内部解与边界解对比 

 

 
Figure 3. Comparison of interior and boundary solutions under general inequality constraints 
图 3. 一般不等式约束下的内部解与边界解对比 
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3.4. 几何直观与计算过程的协同强化 

在教学实施中，几何直观与代数推导相互配合，贯穿三个阶段。二维情形下，借助 AI 工具生成的等

值线 ( ),f cx y = 与约束曲线 ( ) 0,g x y = 的动态变化图，使学生直观观察最优点处相切结构，理解 f g∇ ∇
的几何本质。不等式约束阶段，通过可行域阴影图与梯度方向标注，帮助学生判断边界解与内部解的差

异，为互补松弛条件的引入提供直觉支撑。 
计算方面，明确 AI 工具的介入边界：建模过程与一阶条件的推导必须由学生手动完成，仅将非线性

方程组求解与可视化图像生成交由 AI 处理。此举将课堂重心从繁琐计算转向优化思想的分析，使学生集

中精力理解约束结构如何决定最优性条件。 
通过上述四个层次的教学设计，实现了拉格朗日乘数法与 KKT 条件之间的逻辑贯通。学生在统一框

架下逐步形成“条件极值→最优性条件→约束优化”的完整认知结构，从而提升其对优化思想的整体理

解能力与知识迁移能力。 

4. 贯通式教学改革的价值分析 

贯通式教学改革将拉格朗日乘数法与 KKT 条件纳入统一分析框架，其教学价值体现在认知体系构

建、优化思想内化、知识迁移能力培养与课程衔接四个层面。 
第一，促进约束优化认知结构的整合。传统教学中，拉格朗日乘数法与 KKT 条件分别分布于不同课

程模块，导致学生难以把握二者在最优性条件层面的统一性。贯通式设计以最优性条件的推广为主线，

从等式约束下的 ( ) ( )* *f gx xλ∇ = ∇ 逐步延伸至不等式约束下的 ( ) ( )* *
1 0m

i iif gx xλ
=

∇ + ∇ =∑ 及互补松弛条

件，揭示梯度共线与互补松弛之间的内在联系，使学生形成对约束优化问题一致性的结构性认识，从而

避免知识模块化割裂。 
第二，深化最优性条件的几何与机制理解。传统教学将拉格朗日乘数法简化为函数构造与方程求解

流程，学生对梯度共线的几何意义及最优性条件的生成机制均缺乏深入理解。贯通式教学通过可视化呈

现等高线与约束曲线的相切关系，并结合约束结构对可行方向的限制分析，引导学生从几何直观与逻辑

推导两个维度把握最优性条件的形成过程，使其从计算规则转化为结构结果。 
第三，提升基于结构分析的迁移能力。当教学从固定解题模板转向约束结构分析后，学生能够基于

可行域特征与约束类型识别问题本质，而非依赖既定算法步骤。这种从方法记忆到结构识别的转变，有

助于学生在新型优化问题中自主建立求解路径，提高方法迁移的灵活性。 
第四，强化课程体系的纵向衔接。拉格朗日乘数法位于高等数学多元函数部分，而 KKT 条件广泛应

用于最优化方法、运筹学、机器学习等后续课程。贯通式教学在基础阶段引入其统一思想，有助于建立

从条件极值到一般约束优化的过渡认知，使后续课程中的优化方法具有连续的知识基础，降低学习断层。 
综上，贯通式教学改革通过统一约束优化的分析框架，实现了从方法掌握向结构理解的转变，为学

生后续专业课程学习提供连续性的知识支撑。 

5. 结论与展望 

针对传统高等数学中拉格朗日乘数法教学存在的几何直观弱化、知识结构断裂和优化思想培养不足

等问题，本文基于拉格朗日乘数法与 KKT 条件的内在联系，构建了约束优化思想贯通式教学设计。通过

建立从等式约束到不等式约束的连续演化路径，将梯度共线与互补松弛纳入统一分析框架，使学生能够

在同一理论框架下分析不同类型的约束优化问题。 
该教学设计以最优性条件理解为核心，通过递进式案例组织与统一分析框架，使学生逐步形成对约

束优化基本结构的整体认识，并提升基于约束结构分析问题的能力。同时，该设计增强了高等数学与后
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续优化类课程(如最优化方法、运筹学及机器学习)之间的知识连续性，减少课程间的结构断层。从教学设

计角度看，该研究对拉格朗日乘数法与 KKT 条件的教学内容进行了结构化整合，拓展了最优性条件在基

础数学教学中的表达形式。其教学效果仍需通过课堂实践与学习评价进一步验证。未来研究可结合教学

实验数据对学习成效进行量化分析，并进一步探讨该教学模式在高等数学其他知识模块中的适用性。 
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