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摘  要 

初等数论是数学专业的一门基础课程，学生在学习同余、可逆元和同余方程后，往往难以认识这些知识

的应用。本文以拉丁方和正交拉丁方为例，介绍利用模运算构造循环拉丁方和一般线性拉丁方，并利用

一次同余方程的唯一可解性判定两个线性拉丁方的正交性。通过这些经典构造，说明初等数论知识在组

合设计中的具体应用，引导学生理解同余理论的结构意义和应用价值。 
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Abstract 
Elementary number theory is a fundamental course for mathematics majors, but students often find 
it difficult to recognize the applications of congruences, invertible elements, and congruence equa-
tions after learning these concepts. Taking Latin squares and orthogonal Latin squares as examples, 
this paper introduces the construction of cyclic Latin squares and general linear Latin squares using 
modular arithmetic, and presents a criterion for the orthogonality of two linear Latin squares based 
on the unique solvability of linear congruence equations. These classical constructions illustrate 
concrete applications of elementary number theory in combinatorial design and help students 
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understand the structural significance and application value of congruence theory. 
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1. 引言 

高校专业基础课程既要保持理论体系的严谨性，也应通过适当的学科应用揭示概念之间的内在联系。

教育部关于一流本科课程建设的相关要求强调，课程内容应体现高阶性、创新性和挑战度，并推动科研

成果及时转化为教学内容[1]。对于数学类课程而言，这种转化不宜简单增加超出学生认知基础的前沿结

论，而应选择能够由课程核心知识完整解释的对象，使学生看到抽象定义如何转化为可验证、可推广的

数学结构。 
初等数论主要研究整数的整除性、同余、同余方程等基本问题。相关知识具有较强的计算特征，例

如利用欧几里得算法求最大公因数、求解一次同余方程等[2]。但若课程学习长期停留在求余数、解方程

的层面，学生容易把各章内容理解为相互分散的技巧，而较难体会所学知识的实际应用。因而，选择一

个定义直观、结论明确且能够使用初等数论知识完成构造和证明的对象，有助于呈现课程知识的结构价

值。 
拉丁方是组合设计理论中的基本结构，在试验设计、编码、密码及组合构造等领域具有重要作用[3]-

[5]。其核心要求是每个符号在每一行、每一列中恰好出现一次；两个拉丁方正交时，叠置后形成的有序

符号对也恰好各出现一次。欧拉三十六军官问题是经典组合问题之一[6]，其归结于一对 6 阶正交拉丁方

的存在性问题。拉丁方的构造及其正交性判定均属于组合设计理论中的经典内容。 
本文以正交拉丁方为例，讨论初等数论知识在组合设计构造中的应用。第 2 节介绍同余、可逆元、

拉丁方和正交拉丁方等预备知识；第 3 节依据经典文献，建立拉丁方及其正交性的判定方法，重点说明

初等数论知识如何保证拉丁方中的无重复性和正交性；第 4 节给出总结与展望。 

2. 预备知识 

2.1. 同余与可逆元 

设    n 为正整数。若    n 整除  a b− ，则称  a 与    b 对模  n 同余，记作 ( )     a b mod n≡ 。同余关系把全体整数

划分为    n 个剩余类。本文用 { }  0,1, , 1 ?nZ n= − 表示一个完全剩余系，并在其中按模 n 定义加法和乘法。

对 na Z∈ ，若存在   nx Z∈ ，使 ( )1ax mod n≡ ，则称  a 是模  n 的可逆元。初等数论中的基本结论指出，  a 在

模  n 意义下可逆当且仅当    a 与 n 互质[2]。因此，乘法映射 ( )     x ax mod n 是    nZ 上的一个置换，当且仅当

 a 与 n 互质。更一般地，线性同余方程 ( )   ax b mod n≡ 对任意    nb Z∈ 有解当且仅当 ( )gcd , 1a n =  [2]。 

2.2. 拉丁方与正交拉丁方 

定义 1 [4] 设    S 为    n 元集，  L 为 S 上的  n n× 方阵。若    L 的每行每列都是    S 中元素的一个全排列，则

称    L 为  S 上的一个    n 阶拉丁方，记为 LS ( )n 。 
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定义 2 [4] 设 1  S 和 2   S 为    n 元集， ( )   ijL l= 与 ( ) ijM m= 分别为 1   S 和 2   S 上的    n 阶拉丁方。若将二者

叠置后得到的 2   n 个有序对 ( ) ,ij ijl m 两两不同，则称  L 与    M 正交，记为 MOLS ( )n 。 

由于可能的有序对总数恰好为 2 n ，因此定义 2 中的 2   n 个有序对两两不同等价于每个有序对恰好出

现一次。 
拉丁方强调行、列方向上的无重复性，正交性则进一步要求两个方阵叠置后的有序对在整个方阵中

完全均匀。对于一般方阵，这些性质可以逐行、逐列或逐格检验。对于由同余公式定义的方阵，则可以

把无重复和唯一出现转化为同余方程是否具有唯一解，从而得到统一的数论判定。 

2.3. 正交阵列 

定义 3 [4] 设   , , ,N k s t 为正整数，t k≤ 。设    A 是    v 元集    V 上的    k N× 阵列，若对    A 的任意   t N× 子阵，

 V 上每个 1t × 列向量作为该子阵的列各出现    λ 次，则称  A 约束数    k 、水平数  v、强度    t 和指标    λ 的正交

阵列，记为 OA ( ), , ,N k v t 。 
由此定义易知， tN vλ= 。当   1λ = 时，简记 OA ( ), , ,N k v t 为 OA ( ), ,t k v 。 

3. 初等数论在正交拉丁方构造中的应用 

本节涉及的循环拉丁方、一般线性拉丁方及线性拉丁方的正交性判定，均为组合设计中的经典内容

[3]-[5]。本文按照初等数论课程中同余、可逆元和一次同余方程的知识顺序对其重新组织，并给出相应的

初等证明，以说明这些数论知识如何参与拉丁方的构造及正交性的判定。 

3.1. 循环拉丁方 

定理 1 对任意整数   2n ≥ ，存在    n 阶拉丁方。 
证明：对任意  i ， nj Z∈ ，定义方阵    L 第  i 行第    j 列的元素 ( ) ( )  ,L i j i j mod n= + 。下证    L 是    n 阶拉

丁方。 
根据定义，需证明  L 中每行每列元素均为    nZ 中元素的全排列。采用反证法。固定第    i 行，对任意

1 2, nj j Z∈ ， 1 2 j j≠ ，若第 1  j 列和 2   j 列的元素相同，则 

( )1 2   .i j i j mod n+ ≡ +  

由同余消去律可得， 

( )1 2   .j j mod n≡  

由于 1 2  , nj j Z∈ ，故 1 2   j j= ，这与 1   j 和 2   j 的取法矛盾，因此    L 中第    i 行没有重复的元素。又因为该

行恰有    n 个位置，所以恰好包含    nZ 中的所有元素。 
固定第    j 列，同理可得每一列也无重复元素。证毕。 
上述构造本质是循环群    nZ 的加法表，也是拉丁方理论中最基本的经典构造之一[3]-[5]，其每一行均

由上一行循环平移一个位置，因而称为循环拉丁方。其经典性并不在于构造复杂，而在于它清楚展示了

同余消去律保证方阵中每行每列元素不重复这一对应关系。张蓉蓉、刘兴祥也从矩阵及初等变换角度讨

论了拉丁方的构造问题[7]。从初等数论课程的角度看，循环拉丁方可以作为学生由具体模运算进入一般

证明的一个例子。 

3.2. 一般线性拉丁方 

循环拉丁方只使用模加法，为体现模乘法与可逆元的作用，可进一步考虑一般线性拉丁方。对
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  , na b Z∈ ，定义 

( ) ( ),L i j ai bj mod n= + , , .ni j Z∈  

循环拉丁方对应于   1a b= = 的特殊情形。 
定理 2  L 是  n 阶拉丁方当且仅当 ( ) ( ), , 1gcd a n gcd b n= = 。 

证明：先证充分性。若 ( ), 1gcd b n = ，则b 在模  n 意义下可逆。固定  i ，对任意 1 2  , nj j Z∈ ， 1 2 j j≠ ，

若第 1  j 列和 2   j 列的元素相同，即 

( )1 2    .ai bj ai bj mod n+ ≡ +  

整理得， 

( ) ( )1 2 0 .b j j mod n− ≡  

两边同乘 1 b− ，得 

( )1 2   .j j mod n≡  

由于 1 2  , nj j Z∈ ，故 1 2   j j= ，矛盾。因此    L 中第    i 行没有重复的元素。固定第    j 列，同理可得每一列

也无重复元素。 

再证必要性。若 ( )  , 1d gcd b n= > ，令   nh
d

= ，则  0 h n< < ，且 

( )0bh mod n≡ . 

于是对任意固定的  i 和任意  j ，有 

( ) ( ) ai b j h ai bj mod n+ + ≡ + . 

即    L 的第    i 行中出现相同的元素，这与    L 为拉丁方矛盾。因此必有 ( )  , 1gcd b n = 。同理，若 

( ), 1gcd a n > ，则某一列中必有重复元素，所以必有 ( ), 1gcd a n = 。证毕。 

该定理揭示了线性拉丁方中两个系数的不同作用。系数    b 控制同一行中列指标    j 的变化，系数    a 控

制同一列中行指标    i 的变化。只有当二者都是模    n 的可逆元时，乘法才保持 nZ 中各剩余类的互异性。例

如在模 6 意义下，方阵 ( ) ( ), 2 6L i j i j mod= + 的每一行仍包含全部符号，但固定任意一列后，第 0 行和第

3 行会出现相同元素，因此该方阵不是拉丁方。可逆元由最大公因数判定，因而拉丁方的行列均衡性被归

结为两个初等数论计算。 

3.3. 线性拉丁方的正交性判定 

设 ( ) ( ) ( ) ( )  , , ,L i j ai bj mod n M i j ci dj mod n= + = + ，且    L 与  M 均为    n 阶拉丁方。由定理 2 可知，

 a b c d、 、 、 均为模    n 的可逆元。要判断二者是否正交，需要考察任意有序对 ( )  , n nx y Z Z∈ × 是否恰好在

一个位置 ( )  ,i j 出现，即同余方程组 

( ) ( )
( ) ( )
               1
                2

ai bj x mod n
ci dj y mod n
 + ≡
 + ≡

 

是否对每个 , nx y Z∈ 都有唯一解。 
定理 3 设 ( ) ( ),L i j ai bj mod n= + 与 ( ) ( ),M i j ci dj mod n= + 均为  n 阶拉丁方，则  L 与    M 正交当且仅

当 ( ), 1gcd ad bc n− = 。 
证明：因为  b 为模    n 的可逆元，故由(1)可得， ( )( )1    j b x ai mod n−≡ − 。代入(2)式可得， 
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( ) ( ) ad bc i dx by mod n− ≡ − . 

若 ( )  , 1gcd ad bc n− = ，则上式对任意   ,x y ，都有唯一的    i 。进而由 ( )( )1    j b x ai mod n−≡ − 得到唯一的

 j 。因此每个有序对 ( ),x y 恰好出现一次，  L 与  M 正交。反之，若 ( ), 1gcd ad bc n− > ，则  ad bc− 不是模

   n 的可逆元。当 0x y= = 时，同余方程 ( ) ( )0ad bc i mod n− ≡ 在模    n 意义下至少有两个不同解。对每个这

样的  i ，由 ( )( )1    j b x ai mod n−≡ − 得到相应的 j ，于是有序对 ( )  0,0 在叠置方阵中出现不止一次，故二者

不正交。证毕。 
结合定理 2 和 3，对两个线性方阵  ai bj+ 与  ci dj+ ，若构成一对 n 阶正交拉丁方，当且仅当 a b c d、 、 、

以及 ad bc− 都是模 n 的可逆元，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , gcd 1gcd a n gcd b n gcd c n gcd d n ad bc= = = = − = . 

以 5n = 为例，在 5? Z 上取 ( ) ( ), 5L i j i j mod= + ， ( ) ( ), 2 5M i j i j mod= + 。四个系数均与 5 互质，且

1ad bc− = 。因此由定理 3 可知两者正交，见表 1。与逐格叠置并检查 25 个有序对相比，数论方法只需

检查若干最大公因数。由此，正交性的组合要求被压缩为一次同余方程的唯一可解性，体现了初等数论

中可逆概念对有限组合结构的控制作用。 
 
Table 1. A pair of orthogonal latin squares of order 5  
表 1. 一对 5 阶正交拉丁方 

0 1 2 3 4 0 2 4 1 3
1 2 3 4 0 1 3 0 2 4

                     2 3 4 0 1 2 4 1 3 0
3 4 0 1 2 3 0 2 4 1
4 0 1 2 3 4 1 3 0 2

L M

   
   
   
   = =
   
   
   
   

  

 
需要指出的是，定理 3 给出的是剩余类环    nZ 上的一类经典线性构造，其结论不能直接概括一般正交

拉丁方的存在性。例如当    n 为偶数时，模    n 的可逆元均为奇数，若 a b c d、 、 、 均为模    n 的可逆元，则

 ad bc− 为偶数，因而不可能仍是模 n 的可逆元，这也说明了定理 3 的方法无法构造出一对正交的 6 阶拉

丁方。Bose、Shrikhande 和 Parker 借助平衡不完全区组设计、可分组设计以及递归复合等组合方法，将

局部结构拼接为整体设计，最终否定了欧拉关于阶数 ( )2 4n mod≡ 不存在正交拉丁方的猜想，并建立了

除 2 阶和 6 阶外均存在一对正交拉丁方的结论[8]。 

4. 总结与展望 

本文在经典文献基础上，围绕循环拉丁方、一般线性拉丁方和线性拉丁方的正交性判定，讨论了初

等数论知识在组合设计中的具体应用。模加法及同余消去律保证循环拉丁方中行、列元素无重复；模 n 可

逆元刻画了一般线性方阵成为拉丁方的充要条件；两个线性拉丁方的正交性则可以转化为一次同余方程

组的唯一可解性，并最终归结为相关系数是否为模    n 的可逆元。由此，同余、最大公因数、可逆元和一

次同余方程不再是彼此孤立的计算工具，而是在同一组合结构的构造与判定过程中发挥作用。 
从初等数论课程教学的角度看，拉丁方及正交拉丁方为抽象的同余理论提供了较为直观的应用载体。

相关构造仅需利用同余、可逆元和一次同余方程等基础知识，学生即可理解其基本思想和证明过程。将

这些经典组合结构引入课程内容，可以帮助学生认识到初等数论不仅能够解决整数计算和同余方程问题，

还能够用于刻画有限组合结构中的无重复性、均衡性和正交性，从而深化对数论概念本质及其应用价值

的理解。 
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正交拉丁方与正交阵列等组合设计结构之间又具有密切联系。设 1   L 与 2    L 是一对    n 阶正交拉丁方，

对所有 ( )  , n ni j Z Z∈ × ，依次写出三元组 ( ) ( )( )1 2  , , , ,i L i j L i j 。由于每个拉丁方在固定行中均为一个排列，

故 ( )( )1  , ,i L i j 与 ( )( )2  , ,i L i j 包含    n nZ Z× 中的每个有序对恰好一次；又由于 1   L 与 2    L 正交，故

( ) ( )( )1 2, , ,L i j L i j 也包含    n nZ Z× 中的每个有序对恰好一次。因此这些 2   n 个三元组构成 OA ( )2  ,3, , 2n n 。

例如，在 3  Z 上取 ( )1  ,L i j i j= + ， ( )2 , 2L i j i j= + ，所得到的 OA ( )9,3,3,2 见表 2。 
 
Table 2. The orthogonal array OA ( )9,3,3,2  constructed from a pair of orthogonal Latin squares of order 3 

表 2. 由一对 3 阶正交拉丁方构造的正交阵列 OA ( )9,3,3,2  

i  ( )1 ,L i j  ( )1 ,L i j  

0  0  0  

0  1 2 

0  2 1 

1 1 1 

1 2 0 

1 0 2 

2 2 2 

2 0 1 

2 1 0 
 

表 2 中任意两列均包含 0、1、2 组成的 9 个有序对且各出现一次。该例表明，在本文所介绍的经典

构造基础上，还可以进一步结合初等数论中的同余理论研究相关正交阵列的构造问题，并与试验设计等

应用建立联系[9]，从而拓展初等数论知识的应用范围。本文的主要目的并非给出新的组合设计结果，而

是通过对经典构造的重新组织和初等化解释，展示初等数论知识在拉丁方、正交拉丁方及相关组合设计

问题中的具体应用，为学生理解数学理论与实际组合结构之间的联系提供一个较为直观的案例。后续如

何巧妙的将初等数论的理论知识与更多相关的应用问题联系起来，引导学生学以致用，需要进一步探索。 
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