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摘  要 

针对一阶非齐次线性微分方程求通解时所用的常数变易法难于理解的问题，本文先利用类比和分离变量

法解释常数变易法，以帮助学生更好地理解和掌握此部分内容；其次利用分组凑微分法又给出微分方程

通解的一种求解思路和过程，以期开阔学生的求解思路，增强知识间的联系与融会贯通。 
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Abstract 
To address the difficulty in understanding the method of variation of constants for the general so-
lution of first-order nonhomogeneous linear differential equations, this paper first interprets the 
method of variation of constants by analogy and separation of variables to help students better un-
derstand and master this part. In addition, this paper presents another way using grouping differ-
ential method to broaden students’ thinking and promote the integration of relevant knowledge. 
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1. 引言 

常微分方程是数学的重要分支之一，广泛应用于物理学、工程学、经济学和生物学等领域。文[1]梳
理了常微分方程课程教学方法研究，文[2]针对微分方程课程建设存在的问题，构建了一流课程常微分方

程建设的具体实践路径，文[3]采用案例驱动教学法作为核心教学方法，重构课程教学框架，配套多种教

学手段协同实施。文[4]指出常微分方程教学要构建以“用”为核心的教学新模式，利用信息技术降低计

算复杂度。 
常微分方程是大多数高校所开设的高等数学课程的重要组成部分，其教学重点内容之一是一阶线性

微分方程，而对一阶非齐次线性微分方程来说，公式法、常数变易法[5]是教学中的重点和难点，且该方

法可推广至高阶线性微分方程和高阶线性微分方程组。教学中发现，学生在常数变易法学习中存在一定

的疑惑和困难。本文先利用类比和分离变量法解释常数变易法，以期帮助学生更好地理解该方法，然后

利用观察、分析、联想，采用分组凑微分法又给出一种求一阶非齐次线性微分方程通解的思路与过程，

以开阔学生思路，加强知识间的联系与融会贯通。 
一阶线性微分方程的标准形式[5]如下 

 ( ) ( )d
d
y P x y Q x
x
+ =  (1) 

其中， ( ) ( ),P x Q x 均为连续函数。 
若 ( ) 0Q x ≠ ，称(1)为一阶非齐次线性微分方程。若 ( ) 0Q x = ，得方程 

 ( )d 0
d
y P x y
x
+ =  (2) 

称方程(2)为对应于方程(1)的齐次线性微分方程。方程(2)是可分离变量的方程，分离变量并两边积分

可得(2)的通解 ( )dP x xy Ce−∫= ，其中C 为任意常数。 
大多教材[5]或文[6]在给出一阶齐次线性微分方程(2)的通解后，一般会说，现在使用常数变易法求一

阶非齐次线性微分方程(1)的通解，这种方法就是将方程(2)的通解中的常数C 换作 x 的未知函数 ( )C x ，

可得方程(1)的解为 ( ) ( )de P x xy C x −∫= ，对其求导，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d dd e
d

P x x P x xy C x e C x P x
x

− −∫ ∫′= −  

将
d,
d
yy
x
代入方程(1)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d de e eP x x P x x P x xC x C x P x P x C x Q x− − −∫ ∫ ∫′ − + =  

化简得 

( ) ( ) ( )de P x xC x Q x−∫′ =  
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即 ( ) ( ) ( )de P x xC x Q x ∫′ = 。 

两边积分得 

( ) ( ) ( )de dP x xC x Q x x C∫= +∫  

其中，C 为任意常数，进而得一阶非齐次线性微分方程(1)的解 

 ( ) ( ) ( )d de e dP x x P x xy Q x x C∫ ∫ = + ∫  (3) 

由于解(3)中含有一个任意常数，故为方程(1)的通解。部分同学对将方程(2)通解中的常数C 换作 x 的
未知函数 ( )C x ，可得方程(1)的解的做法不甚理解或存在疑惑。 

为理解上述做法，以下先对方程(1)形式上进行分离变量，再类比方程(2)通解的求解过程，通过不定

积分计算给出方程(1)的解的形式，通过比较方程(1)的解和方程(2)的解在形式上的差异，以此解释常数变

易法。具体分析和解释过程如下。 
若方程(1)中 ( ) 0Q x ≠ ，易知其解 0y ≠ 。对方程(1)移项、变形有， 

 ( ) ( )d 1
d
y y Q x P x
x y

 
= − 

 
 (4) 

由于 y 是 x 的函数，故方程(4)右端方括号内仍为 x 的函数，分离变量得 

 ( ) ( )1dy Q x P x dx
y y

 
= − 
 

 (5) 

对方程(5)两端积分，并利用不定积分的性质得 

( ) ( ) ( ) ( ) 1
1 1ln d d dy Q x P x x Q x x P x x C
y y

 
= − = − + 

 
∫ ∫ ∫  ( 1C 为任意常数) 

或 

( ) ( ) ( )1

1 d de e e
Q x x P x x Cyy C C−∫ ∫= ⋅ = ±  

由于 y 是 x 的函数，故
( )1 d

e
Q x x

y∫ 也为 x 的函数，乘以常数C 仍为 x 的函数，记
( )

( )
1 dQ x x
yCe C x
∫

= ，从而

得方程(1)的解为 ( ) ( )de P x xy C x −∫= 。将方程(1)的解 ( ) ( )de P x xy C x −∫= 与方程(2)的解 ( )de P x xy C −∫= 进行比较，

易于看到，在齐次方程(2)的通解中，将常数C 换成关于 x 的函数 ( )C x 即可得方程(1)的解，这就是常数变

易法。接下来，将 ( ) ( )de P x xy C x −∫= 代入方程(1)，计算整理可得方程(1)的通解为 
( ) ( )d de ( )e dP x x P x xy Q x x C−∫ ∫ = + ∫ 。 

回顾以上过程，就是用了类比齐次方程(2)求通解的方法——分离变量法，再加上不定积分的性质和

计算，至此，常数变易法也就不难理解了。但常数变易法也存在一些局限性，它仅适用于线性微分方程，

当被积函数复杂时，不定积分的计算量可能较大。 
实际中，遇到求方程(1)的通解时，有时也可根据微分方程的特点和形式，利用凑微分法求其通解。

以下对方程(1)给出相应的求解思路和过程，以鼓励学生从不同角度思考问题，这有助于培养学生的发散

思维能力。 

注意到方程(1)左边是两项之和，联想到函数乘积的求导法则，注意到 ( ) ( ) ( )d de eP x x P x xP x∫ ∫′  =  ，若对
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方程(1)两端同乘以 ( )de P x x∫ ，则左端恰好是两可导函数乘积的导数，即 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d dde e e e
d

P x x P x x P x x P x xy P x y y Q x
x

∫ ∫ ∫ ∫′ + = =   (6) 

对(6)式两边积分得 
( ) ( ) ( )d de e dP x x P x xy Q x x C−∫ ∫= +∫  ( C 为任意常数) 

上式两边同除以 ( )de P x x∫ ，得方程(1)的通解 
( ) ( ) ( )d de e dP x x P x xy Q x x C−∫ ∫ = + ∫ 。 

分组凑微分法求方程(1)通解的过程中，利用了积分上限函数求导和可导函数乘积的求导法则，通过

观察、分析、变形、凑微分等方法，利用逆向思维可快速求出方程(1)的通解，但该方法技巧性强，对逆

向思维和微积分计算要求较高，尤其当不定积分的被积函数表达式较复杂时，计算难度加大。 
本文先对一阶非齐次线性微分方程采用类比和分离变量法解释常数变易法，其次采用观察、联想和

逆向思维，通过凑微分法给出该方程的通解。文中尝试教给学生思考、解决问题的方法和途径，学会从

不同角度解决问题，而非死记公式。一题多解既增强了知识间的联系，又开阔了学生的思路、深化了学

生对知识的理解和融会贯通能力。 
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