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Abstract: Quantum LC circuit locates inevitably in radiation field; the thermal radiation field is a reservoir which is 
described by infinite harmonic oscillators, and quantum LC circuit is a system to be investigated. From the interaction 
between mesoscopic LC circuit and radiation field, the radiation is reservoir. We trace out the reservoir and deduce the 
equation of density.  
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摘  要：介观 LC 电路不可避免会处于辐射场中，把辐射场看成是由无穷多谐振子组成的，选择介观 LC 电路为

研究对象。本文从介观 LC 电路与辐射场相互作用的哈密顿量出发，把辐射场看成库，通过对库求迹，推导了

介观 LC 电路在辐射场作用下的密度方程。 
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1. 引言 

随着对纳米器件研究的深入，电路和器件的尺度

已达到原子尺度尺寸的量级，当电路和器件的尺寸与

电子输运的相位相关长度相当时，必须考虑电路和器

件的量子效应。20 世纪 70 年代 Louisel 讨论 LC 回路

的量子涨落以来[1]，已有大量的文献对介观 LC 的量

子特性进行了讨论[2-8]，由于介观 LC 回路不可避免会

处在电磁辐射场环境中，研究介观 LC 电路在电磁辐

射场下的量子行为十分必要。我们知道，电磁辐射场

经过量子化后，可以看成是由一系列不同频率的谐振

子组成，我们把介观 LC 电路看成系统，辐射场看成 

环境。由于环境是一个巨大的体系，在 Markoff 近似

下，介观电路不会对环境产生影响，但环境会对介观

电路产生影响。本文从介观电路与环境相互作用哈密

顿模型出发，推导介观 LC 电路约化密度方程。 

2. 介观 LC 回路、辐射场 
及相互作用哈密顿量 

在时变信号源的作用下，介观 LC 回路的基尔霍

夫回路方程为 

 2Lq L q e t             (1) 

其中 2 1LC  ， q 为电容所储电荷，与之共轭的量为 
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电感中的磁通 ，刚开始， ，作用完后

，电路自由演化，此时与运动方程(1)相对应

的量子化后的哈密顿算符为 

p Lq    0e t 

  0e t 

2 21 1ˆ ˆ ˆ
2 2

2H P L q
L

             (2) 

q̂ 和 是电荷和磁通算符，满足p̂  ˆ ˆ,q p i 。引入

降算符 和升算符  â â

1 ˆˆ ˆ
2

a q i P
L




   
 

1 ˆˆ ˆ
2

a q i
L




    
 

P    (3) 

则(2)式可表示为 

1

1ˆ ˆ ˆ
2

H a a  
 

 
             (4) 

算符 与通常的线性谐振子一样，具有

下列性质： 

ˆ ˆ ˆ ˆa a a a 、 和

ˆ ˆ1a n n n a n n n    1 1     (5) 

这是介观电路的电磁湮灭算符和产生算符，湮灭

算符和产生算符的物理意义是介观电路释放或吸收

一份能量后，其所处的量子态向下或向上跃迁一个能

级。 

我们知道电磁场经过量子化之后[9]，可以看成由

一系列谐振子组成的体系，其哈密顿为 

2

1ˆ ˆˆ
2j j

j

H b b    
 

            (6) 

辐射场的平均光子数即辐射场的强度为 

   
1ˆ ˆ

exp 1j jn b b
kT




 


      (7) 

假设介观 LC 电路在电源作用完后处于真空态，

这时与辐射场开始发生作用。我们知道，量子化后介

观 L 电路可以当作一个能级均匀的线性谐振子，而辐

射场可以看做由频率不同的线性谐振子的集合，当介

观电路辐射的电磁波被辐射场吸收，或者辐射场辐射

的电磁波被介观电路吸收时，介观电路与辐射场发生

作用。这种相互作用就是耦合，系统与环境的耦合方

式共有多种，如系统坐标–环境坐标耦合、系统坐标

与环境振子的速度、系统速度与环境坐标、系统速度

与环境振子速度[10,11]。在这里我们把环境与介观 LC

电路的作用看成是坐标–坐标之间的耦合引起的，这

样在相互作用哈密顿中有四个耦合项， jab 、 ja b 、

ja b  、 jab ，在旋转波近似下，可以得到以下哈密顿

量[12](为了简化书写，以下公式中算符都省略上面的

“ ”， ig 为 LC 回路与辐射场的耦合系数)： 

 0 I j j j j j
j j

H H H a a b b g a b ab           (8) 

3. 介观 LC 电路在耗散环境下 

Born-Markov-Lindblad 方程[12]的推导 

设系统的密度算符为 AB ，介观 LC 回路的密度

算符为 A ，辐射场密度为 B ，对 AB 对 B 求迹就可

得 A 。 AB 满足 Liouville 方程 

d
,

d
AB

ABi H
t


             (9) 

相互作用表象中 AB 和  H t 与原表象中的 AB
和  IH t 有如下关系 

0 0exp expAB AB

i i
H t H      

  


 
t




  (10) 

 

 

 

exp

i t

  

1 0 1 0exp

p

exp

j j j
j

i j j j j j
j j

i i
H t H H t

a a i tb bex

H t

g a b ab i ta a i tb b

a G t a

 

 

 

   

 

       
   

 
  

 
 

    
 

 



 

 

G t



 





(11) 

其中   expj j j
j

G t g b i t      

AB 满足与 AB 相同的 Liouville 方程 

d
,

d
AB

I AB

i
H

t


  

  


          (12) 

下面我们对方程(12)两边积分得到 

     10

1
0 ,

t
dAB ABHAB t t t

i
           


   (13) 

把它代回(12)式，可以得到 

 

     12 0

d

d
AB 1

, 0

1
, , d

I AB

t

I AB

H
t i

H t H t t t





   


        




  




(14) 

把(14)式对系统求迹(对变量 B 求迹)，我们可以

得到 

     2 0

d

d

1
, , d

tA
B I I ABTr H t H t t t

t


        

   


 (15) 

其中(14)式的第一项求迹为零。此式推导如下，假设 t  
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0

= 0 时刻，系统和库没有关联，此时密度算符

，其中 为      0 0AB A B       0A
   1 , 0B ABTr H t  

  0          (17) 

 
 
 

exp
0

exp

j j j j B

A

j j j Bj

b b K T

Tr b b K T






















    (16) 

由于库很大，当库与系统相互作用时，可以认为

库没有改变(即作马尔可夫近似)，即有 

     0AB A Bt t      。下面把(14)式右边展开，逐

项求出。 由(11)式和(16)式得到 
 

     

           

           

2 0

2 0

2 0

d 1
, , d

d
1

d

1
d

tAB
B I I AB

t

I I AB I AB I

t

I AB I AB I I

Tr H t H t t t
t

Tr H t H t t H t t H t t

Tr H t t H t t H t H t t




 

 

        

        

        







   


    


    


             (18) 

 

为了简化篇幅，这里给出其中第一项的具体求解 过程 
 

     

                 

         

     

2 0

2 0

2 0

*

0

1
d

1
d

1
d

exp exp d

t

I I AB

t

AB

t

AB

t

k j j j m m m AB k
k j m

Tr H t H t t t

Tr G t G t a a G t G t a a G t G t aa G t G t aa t t

Tr G t G t a a G t G t aa t t

b g b i t g b i t a a t b t







    

       

   

 

     

           

       

            







  

  










       

            

           

        
      

*

0

2

0 0

2

0 0

2

2

exp exp 0 d

d 1 exp d

d exp d

1
π 1

t

k j j j m m m B A k
k j m

t

j j A j

t

j j A j

j j

A

b g b i t g b i t aa t b t

t g n D i t t a a t

t g n D i t t aa t

g D n
g D n a a t iP

     

      

      

  
   

 

 

 

 



            

        

       


   





  

 

 

 





  
0

d j A
j

a a t 
  

   (19) 

       
     

 

          

2

2

0
π d

1

j j

A j
j

A A

g D n
Ag D n aa t iP aa t

A i n a a t B i n aa t

  
     

 

     

 

 

 


         

 

 


 

 

其中系数       2π 1A g D n    ， 

     2πB g D n    

同理可得其它各项(注意：(19)式中的第一项与第

四项、第二项与第三项互为共轭项，可利用此性质在

得到第一项和第二项后，立刻得到第三项和第四项两

式)。 
 

     

        

2 0

1
d

1

t

I AB I

A A

Tr H t t H t t

B i n a t a A i n a t a



      

     

               

  


 
          (20) 
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     

        

2 0

1
d

1

t

I AB ITr H t t H t t

B i n a t a A i n a t a



      

     

               

  


 
                (21) 

     

          

2 0

1
d

1

t

AB I I

A A

Tr t H t H t t

A i n t a a B i n t aa



      

     

         

  


 
                (22) 

把(19)~(22)式代入(15)式，得到 

        

       

        

        

d
1

d

1)

1

1

A
A A

A A

A A

A A

A i n a a t B i n aa t
t

B i n a t a A i n a t a

B i n a t a A i n a t a

A i n t a a B i n t aa


     

     

     

     

 

 

 

 

             

               
              

             

  

 

 

 

            (23) 

把(23)式化简整理得到 

       
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 

,  

 

            

       


  

 

                  (24) 

上式可以化简成如下的等式 
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    

  

  

        

  


  

  


          (25) 

 

对于 或者0T    0n   和 0  ，我们得到 

       d
2

d 2
A

A A

t
t a a a a t a t a

t

         


    (26) 

其中     22 2πA B g D      ，  表征了耗散环

境衰减速率的物理量，  D  为光子数密度分布。(25)

式就是耗散环境中密度算符的演化遵循的密度方程。 

4. 结果及讨论[12] 

以上我们从介观 LC 电路与环境的相互作用出

发，推导了电磁环境中密度算符的演化遵循的密度方

程。该结论在量子光学中经常用到，但在国内的文献

中难以见到。本文的推导对加深理解和研究介观电路

理论具有一定的指导意义。 
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