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Abstract 
Grover’s quantum search algorithm is the most famous quantum algorithm in the last twenty 
years, which exhibits a strong quantum speedup and has been proved not to be able to be outper-
formed by any classical algorithm. Grover’s quantum search algorithm can be implemented by two 
equivalent ways, which are circuit model Grover’s algorithm and adiabatic Grover’s algorithm, and 
the latter is the start point of the paper. We here apply the well-known brachistochrone problem 
in calculus of variations to investigate and obtain a necessary condition of Grover’s quantum 
search algorithm, which makes possible to design new efficient quantum algorithms. 
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摘  要 

Grover量子搜索算法是近二十年最著名的量子算法，其已经被证明无法被任何经典算法所超越，展示出

极强的量子加速特性。Grover量子搜索算法可以被两种等价的途径所实现，即线路模型Grover算法和绝

热Grover算法。本文从绝热Grover算法的角度出发，运用变分法中广为人知的最速降线问题来探讨
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Grover量子搜索算法，得到了其量子加速特性的一个必要原因，这使得按照该算法的实质来设计其他量

子算法成为可能。 
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1. 引言 

1982 年，Feynman 提出了量子计算机的想法，其目的是克服经典计算机在模拟量子力学过程中经典

算法本质上存在的困难[1]。1994 年，Shor 提出了量子计算机的第一个量子算法[2]，用于求极大整数的

因子分解，其效率明显优于目前的最先进的经典因子分解算法，但无法证明不存在经典算法比 Shor 量子

因子分解算法更高效。1997 年，Grover 量子搜索算法横空出世[3]，打破了人们关于经典算法可以替代量

子算法的疑惑[4]。Grover 量子搜索算法可由量子线路模型和绝热量子计算两种等价的方法实现。简单地

讲，量子线路模型通过各种通用量子酉门的时序组合来编码并求解得到最终结果；而绝热量子计算则通

过制备初始哈密顿及其基态，并将结果编码进查询哈密顿的基态，在量子绝热定理的保证下来得到结果。

本文从绝热量子计算角度来探讨 Grover 量子搜索算法，得到了其量子加速特性的一个必要原因，这一结

果使得按照该算法的实质来设计其他量子算法成为可能。 

2. 绝热 Grover 算法 

在数据库中存在 N 个未排序的条目，这里 N 极大，目标是在这 N 个条目中找到指定的一个条目，并

且查询的次数最少。处理该问题时，经典算法的平均查询次数为 ( )O N ，而 Grover 量子搜索算法的平均

查询次数仅为 ( )O N 。对 n 量子比特 Grover 量子搜索算法，其可搜索的条目总数为 2nN = 。按照绝热

量子计算的方法[5]，初始哈密顿 iH 为 

1iH φ φ= −  

这里 1 表示单位矩阵，平均态
1

0

1 N

x
x

N
φ

−

=

= ∑ 表示初始时各条目 ( )0,1, 2, , 1x x N= − 处于等同地位，

被搜索到的概率都为
1
N

，同时{ }| 0,1, 2, , 1x x N= − 构成一组标准正交基。 

假定 { }| 0,1, 2, , 1q x x N∈ = − 代表要搜索的结果，称为目标态，则将编码该目标态到查询哈密顿

qH 为 

1qH q q= −  

则绝热演化哈密顿 ( )H z 就可以描述为 

( ) ( )1 i qH z z H zH= − +  

由于 q 与其他 ,x x q≠ 都正交，故可将绝热演化哈密顿 ( )H z 在 q 与其正交态
1

1 x q
q x

N
⊥

≠

=
−
∑
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构成的子空间上表示出来，有 

( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1 11 2 1 1 2 1 1
1 1
2 2 1 1 12 1 1 1 2 1 1

z z
N NNH z

z z
N NN

  − + − − − −  
  = −    − − − − −    

 

令 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 41 2 1

1 1cos 1 2 1 1

2 1 1sin 1 1

z z z z
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z z
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z z
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∆ = − + −

  = − − −  ∆   

= − −
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则 ( )H z 有如下紧凑形式 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

cos sin1
sin cos2 2

z zz
H z

z z
θ θ
θ θ

 ∆
= +  − 

 

能量本征值和相应的本征态分别为 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1 1 , sin cos
2 2 2
1 1 , cos sin
2 2 2

z z
E z E q q

z z
E z E q q

θ θ

θ θ

⊥
− −

⊥
+ +

= − ∆ = +

= + ∆ = −

 

这里我们稍作讨论，当 0z = 时绝热量子系统 ( )0 iH H= ，此时
1 1Nq q
N N

φ ⊥−
= + 是绝热量子

系统的初始基态，相应的系统参数为
2 2 11,cos 1 ,sin N
N N

θ θ −
∆ = = − + = ，当 N 足够大时， 

cos 1,sin 0θ θ≈ − ≈ 意味着 πθ ≈ ；依据量子绝热定理， E− 应始终是绝热演化过程的基态，且当 1z = 时

绝热量子系统 ( )1 qH H= 并查询到目标态 q ，相应的系统参数为 1,cos 1,sin 0θ θ∆ = = = ，意味着

0 mod 2πθ = 。由于绝热演化的基态 E− 是绝热量子计算唯一关心的态，那么我们将它稍作调整，令

( ) ( ) πz zθ α= + ，则 ( )H z 变为 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

cos sin1
sin cos2 2

z zz
H z

z z
α α
α α

 ∆
= −  − 

 

相应地， E− 变为 

( ) ( )cos sin
2 2
z z

E q q
θ θ⊥

− = −                               (1) 

这样的好处是当 0z = 时绝热量子系统处于平均态 φ 上，而当 1z = 时则恰处于所要查询的目标态 q
上。下面我们说明由(1)式所描述的绝热基态与变分法中广为熟知的最速降线问题的联系并给出本文结果。 

3. 绝热 Grover 算法与最速降线问题 

首先，我们给出 Hilbert 空间的最速降线问题。 
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问 题 ： 给 定 N 维 Hilbert 空 间 ( )N
 中 的 两 个 量 子 态 1 2,ψ ψ ， 寻 找 一 条 测 地 线

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2: | ,NC C Cψ τ ψ τ ψ⋅ ∈ = ⊂ = =  使得 ( )( ) 0Jδ ψ ⋅ = ，其中 ( )( )J ψ ⋅ 是关于 ( )ψ ⋅ 的

一个指标泛函。 
上述问题是变分法中的最速降线问题在 Hilbert 空间中的一般描述，它的提出与绝热量子计算是有联

系的，因为实际上问题中的 1ψ 和 2ψ 分别对应绝热量子计算的平均态 φ 和目标态 q ，找到了最速降

线也就找到了使得平均态 φ 到达目标态 q 的最快路径。问题的核心在与如何确定指标泛函 ( )( )J ψ ⋅ ，

而这需要考察量子态的物理。 
由于归一化量子态的物理等价性，即 ψ 和 ( )1c cψ = 描述的是同一个物理态，因此对于 N 维 Hilbert 

空间 ( )N
 的归一化非零子集 ( ) { }{ }0: | 1Nψ ψ ψ= − =∈   而言，我们需要引入复投影空间

( )P / U 1=  及其伴随的投影映射Π，使得 : PΠ →  ，这里 ( ) { }U 1 : 1c c= ∈ = 。而复投影空间 ℂP
上两相邻两物理态 ( )( )ψ τΠ 和 ( )( )dψ τ τΠ + 间的度规恰是 Fubibi-Study 度规，即 

2 2D Dd d
d d

s ψ ψ τ
τ τ

=  

这里
D d d
d d d
ψ ψ ψψ ψ
τ τ τ

= − 表示量子态 ψ 的局域协变导数。不难验证 Fubibi-Study 度规是 U(1) 

局域规范不变的。而连接 Hilbert 空间中的两个量子态 1ψ 和 2ψ 间的最速降线 ( )ψ ⋅ 在复投影空间 ℂP
上的投影 ( )( )ψΠ ⋅ 也应是物理态 ( )1ψΠ 和 ( )2ψΠ 间的最速降线，故指标泛函 ( )( )J ψ ⋅ 可定义为 

( )( )
2 2

1 1

D D Dd d d
d d dC

J s
τ τ

τ τ

ψ ψ ψψ τ τ
τ τ τ

⋅ = = =∫ ∫ ∫  

这里  表示 Hilbert 空间的范数。计算 ( )( )Jδ ψ ⋅ 为 

( )( )
2

1

2

1

2 2

2 2

D Dd
d d

1 D Dd
d dD D2

d d

J
τ

τ

τ

τ

δ ψ

ψ ψδ τ
τ τ

ψ ψτ δψ δψ
τ τψ ψ

τ τ

⋅

=

 
= − + 

 

∫

∫

 

根 据 变 分 问 题 的 条 件 ( )( ) 0Jδ ψ ⋅ = 并 考 虑 归 一 化 条 件 1ψ ψ = 所 给 出 的 约 束 条 件

0δψ ψ ψ δψ+ = ，那么依 Lagrange 未定乘子法可得， 

( ) ( )
2

2
2

D 0
d

ψ τ ω ψ τ
τ

+ =                                 (2) 

其中 2ω 是待定参数。对方程 ( 2 ) 左乘 ( )ψ τ 并利用归一化条件 ( ) ( ) 1ψ τ ψ τ = ，不难得到 
( ) ( )2 d d

d d
ψ τ ψ τ

ω
τ τ

= ，事实上 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 22

2 2

2 2

2 2

d d d dd
d d dd d

D d d D
d dd d

ψ τ ψ τ ψ τ ψ τω
τ τ ττ τ

ψ τ ψ τ ψ τ ψ τ
τ ττ τ

= +

= +
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( ) ( ) ( ) ( )2 2d d
d d

0

ψ τ ψ τ
ω ψ τ ω ψ τ

τ τ
= +

=

 

因 此 惨 数 2ω 是 常 数 。 进 一 步 地 ， 方 程 (2) 具 有 局 域 U(1) 规 范 形 式 不 变 性 ， 即 当

( ) ( ) ( ) ( )ie ϕ τψ τ ψ τ ψ τ′ = 时，方程(2)变为 

( ) ( )
2

2
2

D 0
d

ψ τ ω ψ τ
τ
′

′ ′+ =  

这里
D d d
d d d
ψ ψ ψψ ψ
τ τ τ
′ ′ ′ ′

′ ′= − 。这表明满足具有局域 U(1)规范形式不变性的方程(2)的任意曲 

线都是最速降线，它们在复投影空间 ℂP 上的投影相同。方程(2)在满足量子平移条件 d 0ψ ψ = 时又可

化为 

( ) ( )
2

2
2

d 0
d

ψ τ ω ψ τ
τ

+ =                                (3) 

从微分几何和量子几何相位的角度讲，满足方程(3)的各量子态都具有与初始量子态相同的相位。令 

1 2
3π0,
2

τ τ
ω

= = ，则对如下常微分方程的边值问题， 

( ) ( )

( ) ( )

2
2

2

1 1 2 2

d 0
d

,

ψ τ ω ψ τ
τ
ψ τ ψ ψ τ ψ


+ =


 = =

 

这里 2 1 1d d
d d
ψ ψω
τ τ

= ，其解为所要求的最速降线，即 

( ) 1 2cos sinoψ τ ωτ ψ ωτ ψ= −                             (4) 

比较(1)式和(4)式，若令
( )
2
zα

ωτ = ，则不难发现 Grover 量子搜索算法有明显的量子加速效果的一个 

必要原因是其绝热量子计算方法中的绝热演化基态恰处于一条连接初始平均态 φ 和目标态 q 的最速降

线上。 

4. 结论及展望 

本文从变分法中的最速降线问题的角度出发，利用变分法的成熟方法，得到了绝热 Grover 算法的绝

热基态的演化路径是在由单一目标态和其正交态构成的子二维 Hilbert 空间中的一条最速降线，这也是

Grover 量子搜索算法有明显的量子加速效果的一个必要原因。文献[6]从量子信息几何的角度采用

Wigner-Yanase 度规研究了量子混态的情况，当其退化为量子纯态时与我们的结果相同。对于同时查询多

个目标的问题，绝热 Grover 算法也可以实现，文献[7]从纯分析的角度给出了解答。然而，与查询单一目

标的问题相比，多目标态和其正交态所构成的空间将更为复杂，绝热基态的演化路径也不再是一条曲线，

但也可以通过最速降线问题来给出几何解释，只是几何解释的难度将加大。此外，运用变分法中的最速

降线方法，我们还可以讨论近几年来热门的量子速度极限等问题[8]。 
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