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摘  要 

本文采用相空间方法对能量表象下的自由度为2r的简谐振动进行运动学分析，提出了一种判别简谐振动

的充分必要条件。该条件能够在不求解复杂动力学方程的情况下，简明直接地确定振动系统的圆频率、

周期、振幅、运动方程及能量等关键参数。进一步，针对常见的自由度为1的简谐振动，给出了该条件在

特殊情况下的相关主要结论。通过三个实例的计算与分析，展示了相空间方法在简谐振动运动学研究中

的简洁性和实际应用价值。 
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Abstract 
In this paper, a phase space approach is employed to conduct kinematic analysis of harmonic oscil-
lations with 2r degrees of freedom in the energy representation. A necessary and sufficient condi-
tion for identifying harmonic oscillations is proposed. This condition enables the direct and concise 
determination of key parameters such as the angular frequency, period, amplitude, equation of mo-
tion, and energy of the oscillatory system, without the need to solve complex dynamic equations. 
Furthermore, for the commonly studied case of harmonic oscillation with one degree of freedom, 
the main conclusions of this condition in the special case are provided. Through the calculation and 
analysis of three examples, the simplicity and practical application value of the phase space approach 
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in the kinematic study of harmonic oscillations are demonstrated. 
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1. 引言 

振动现象是自然界中最常见的运动形式之一。它普遍存在于机械系统、电气工程、生物医学以及其

它许多相关领域。其中，简谐振动作为一种理想化的模型，以其周期性和可预测性而受到广泛关注。简

谐振动的运动学分析对于理解系统的动态行为、预测系统的长期稳定性和设计振动控制策略具有重要

意义。 
目前，对简谐振动的运动学分析主要有两类方法。在理论分析时常采用传统的解析方法，通过求解

微分方程[1] [2]来获得振动的位移、速度和振幅等参数，并以此为基础讨论更为复杂的简谐振动模型。由

于保守系统的简谐振动机械能守恒，因此利用机械能守恒定律[3]可以较牛顿第二定律更为方便地建立简

谐振动动力学模型，进而通过求解微分方程，获得简谐振动的运动方程及相关参数。 
在工程技术领域，研究者则常常采用数值方法[4]。中采用欧拉方法，将弹簧振子简谐振动方程离散

化为差分方程，进而求解计算运动参数。若引入龙格–库塔方法[5]，则可以进一步提升计算的精度。有

限元分析[6]，也是模拟求解复杂振动问题的重要工具之一。数值方法的优势在于可以通过计算机编程高

效地进行计算，同时，借助仿真软件[7]还可以实现振动问题的可视化研究。此外，还有一些研究[8] [9]聚
焦于利用现代信号处理技术，如傅里叶变换，来分析振动信号的频域特性等。 

尽管传统的解析方法对于简谐振动的分析已非常成熟，但其分析必须通过求解一个刻画动力学过程

的常微分方程。这对于非专业人员来说难以掌握，而选择数值方法又会损失精度。针对这一不足，本文

提出了一种基于相空间的方法来研究简谐振动的运动学分析。 
在物理学中，相空间是一个非常重要的概念，它被广泛应用于研究动力系统、统计力学和量子力学

中。这种方法不仅简化了计算过程，而且使得振动的物理意义更加明确，为简谐振动的分析提供了一种

新的视角和工具。 

2. 能量表象下的简谐振动 

2.1. 振动与相空间 

在力的表象下，振动通常用来描述一个物体或系统围绕其平衡位置进行的周期性运动。针对刻画物

体或系统动力学过程的微分方程模型，通常采用解析方法或数值方法进行运动学分析。 
在能量概念建立后，人们发现在能量表象下描述和分析物体的动力学过程会更为简洁。在守恒律下

构建的物理过程呈现出明显的对称性。 
在能量表象下仔细分析单摆振动和弹簧振子的振动，不难发现，在这些振动过程中总是存在着两种

形式的能量，而且这两种形式的能量在进行着周期性地转换。如单摆振动中，重力势能和动能在进行周

期性地转换；弹簧振子的振动中动能和弹性势能在进行周期性地转换。因此，在能量表象下，所谓振动
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是两种能量的周期转换。 
换言之，振动系统在运动过程中，存在两种形式的能量进行周期性地转换。显然，这种论述可以涵

盖所有类型的振动。例如在电磁振荡中，电场能和磁场能进行周期性地转换；对于分子热振动，分子势

能和分子动能在进行周期性地转换。 
为了能更为高效、简单地讨论能量表象下的振动，引入相空间。 
设系统的自由度为 r ，则系统在任一时刻的运动状态由系统的 r 个广义坐标 [ ]1 2, , , T

rq q q=q  和与之

共轭的 r 个广义动量 [ ]1 2, , , T
rp p p=p  在该时刻的数值确定。系统的能量是其广义坐标和广义动量的函

数： 

( ),T TE E= q p  

为了形象地描述系统的运动状态，我们用 1 2 1 2, , , ; , , ,r rq q q p p p  共 2r 个变量支承起一坐标系，构成一

个 2r 维的空间，称为相空间。系统在某一时刻的状态 ( )1 2 1 2, , , ; , , ,r rq q q p p p  可以用相空间中的一点表示，

称为相点。当运动状态随着时间推移时，相点相应地在相空间中移动而描画出一条轨道，称之为相轨。 

2.2. 保守系统的简谐振动 

如前所述，在能量表象下导致系统振动的原因是系统运动过程中存在两种形式的能量进行周期性转换。

若在转换过程中，能量无损失，即系统能量守恒，则振动将持续进行下去，这便是简谐振动。于是，我们

容易得出简谐振动在能量表象下的定义表述。 
定义 1 振动系统在运动过程中总能量守恒，则系统作简谐振动。 
亦即，振动系统在运动过程中存在两种形式的能量进行周期性地转换，且转换中系统的总能量守恒。 
为了明确起见，我们考虑保守系统。对于保守系统，简谐振动过程中周期性转换的两种能量，可以

分别理解为广义上的势能和动能。 

由分析力学，我们可以分别给出它们的表达式。对于广义势能 ( ) 2

1

1 1
2 2

r
TV c q Cα α

α =
= =∑q q q，式中系数

2

2
0q

Vc
q

α

α
α =

∂
=
∂

是常数，称为恢复系数， [ ]1 2, , , T
rq q q=q  ， ( )1 2diag , , , rc c c=C  。对于广义动能

( ) 2

1

1 1
2 2

r
TT a q Aα α

α =
= =∑q q q   ，式中系数 aα 可视为是不变的，称为惯性系数， [ ]1 2, , , T

rq q q=q   
 ，

( )1 2diag , , , ra a a=A  。此处， qα ，q均表示广义坐标对时间 t 的导数。 

因而，在保守系统中若系统作简谐振动，则系统在运动过程中存在广义势能与广义动能两种形式的

能量进行周期性转换，且转换中系统的总能量守恒(即T V E+ = )。 

3. 简谐振动的相空间分析 

下面，我们在 2r 维相空间中讨论能量表象下 r 个自由度的简谐振动。 
定理 1 一个保守系统，若在 2r 维相空间中的相轨为超椭球面，则该系统作简谐振动。 
证明：首先，对定理的必要性进行证明。 
如前所述，易知若系统作简谐振动，则系统总能量守恒，即广义势能与广义动能之和不变。 

由于T V E+ = ，而
1
2

TT = q Aq  ，
1
2

TV = q Cq ，于是 

1 1
2 2

T T E+ =q Aq q Cq  。                               (1) 
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考虑到广义动量 =p Aq 则(1)式可化为 

11 1
2 2

T T E− + =p A p q Cq 。                              (2) 

令 [ , ]T=z p q ， 11 1diag ,
2 2E E

− =  
 

Q A C ，则整理(2)式可得 

1T =z Q z 。                                    (3) 

定理的必要性得证。 
其次，对定理作出充分性的证明。  
由定理条件，可设相轨的超椭球面为 

1 1T − =z P z ，                                    (4) 

其中， [ ], T=z p q ， ( )diag ,T T=P B B D D ，对角阵B 和 D 均正定。 
将超椭球面方程整理，可得 

( ) ( )1 1 1 1 1
T T− − − −+ =B p B p D q D q 。                            (5) 

考虑到广义动量 =p Aq ，代入(5)式，得 

( ) ( )1 1 1 1 1
T T− − − −+ =B Aq B Aq D q D q  。                          (6) 

将(6)式两边对时间 t 求导，并令 

( ) 1

0 0
T T T T −

=Ω Ω B B D DA A ，                              (7) 

其中，对角阵 ( )0 01 02 0diag , , , rω ω ω=Ω  正定，整理后可得 

0 0
T+ =q Ω Ω q 0 ，                                  (8) 

定理的充分性得证。 
在定理 1 的推证中，通过比较(3)式和(4)式，可得 

( ) 111
2

T

E
−− =A B B ， ( ) 11

2
T

E
−

=C D D ，                         (9) 

化简计算后，可得 

11 1
2 2

T T −= =H D DC B BA ，                            (10) 

1
0 0
T −=Ω Ω CA 。                                (11) 

其中 ( )1 2diag , , , rE E E=H  表示 r 维单位矩阵。 
由此，可以获得 r 个自由度的保守系统简谐振动时的圆频率、周期和系统能量表达式。 

( )
1

1 2
0

−=Ω CA ，                                (12) 

( )
1

1 1 2
02 2π π− −= =T Ω AC ，                           (13) 

0 0
1
2

T T=H Ω Ω AD D 。                              (14) 

于是，系统能量表达式为 
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2 2
0

1 1

1
2

r r

rE E a dα α α
α α

ω
= =

= =∑ ∑ 。                            (15) 

进一步，引入参数向量 [ ]1 2cos cos ,cos , ,cos T
rϕ ϕ ϕ ϕ=  ， [ ]1 2sin sin ,sin , ,sin T

rϕ ϕ ϕ ϕ=  。 
可知 

cos
sin

ϕ
ϕ

=
 =

q D
p B

。                                 (16) 

针对满足超椭球面相轨方程(5)。 
令 ( ) ( ) ( ) ( )0 01 1 02 2 0cos cos cos ,cos , ,cos

T
r rt t t tϕ ω θ ω θ ω θ ω θ = + = + + +  ，则 

( )0cos tω θ= +q D ，                              (17) 

式中D 为振动系统的振幅矩阵。此式即为 r 个自由度的保守系统简谐振动在某一时刻的运动学方程。 
定理 1 刻画了简谐振动在 2r 维相空间中的相轨，并以此获得了保守系统简谐振动的圆频率、周期、

系统能量以及系统运动学方程。进一步，我们不难获得其在二维相空间中的相关结论。 
推论 1 一个保守系统，若在二维相空间中的相轨为椭圆，则该系统作简谐振动。 
证明：证明过程与定理 1 的证明类似，此处略。 

由推论 1 可知，若二维相空间中椭圆相轨为
2 2

2 2 1q p
d b

+ = ，则该系统作动力学方程为 2
0 0q qω+ = 的简

谐振动。由(9)可知其中 2 2Ed
c

= ， 2 2b aE= ， 2
0

c
a

ω = 。 

于是，自由度为 1 的简谐振动系统的圆频率为 

0
c
a

ω = 。                                   (18) 

因此，简谐振动系统的周期为 

0

2 2 aT
c

π π
ω

= = ，                                (19) 

即简谐振动系统的周期与惯性系数的平方根成正比，与恢复系数的平方根成反比。 
此时，系统的能量，由(15)可知 

2 2 2
0

1 1
2 2

E cd a dω= =  。                              (20) 

由(17)可得自由度为 1 的保守系统简谐振动的运动方程 

( )0cosq d tω θ= + ，                                (21) 

式中 d 即为振动系统的振幅。 
不难看出，在相空间中对能量表象下的简谐振动进行讨论，无须求解复杂的微分方程，即可方便地

使用初等方法获得简谐振动系统的周期、振幅、能量以及运动方程等。 

4. 实例分析 

以下，我们引用上述方法及结论，来求解分析一些简谐振动的实例。 

4.1. 弹簧振子 

设光滑平面上振动的弹簧振子的振子质量为 m ，弹簧的劲度系数为 k 。某时刻离开平衡位置的位移
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为 x 。则系统的总能量为 

2 21 1
2 2

E mx kx= + = 常量。                             (22) 

将(22)式化为 2 21 1
2 2

p kx E
m

+ = (常量)。此式表明，无论能量大小，相归轨总是椭圆，即弹簧振子作

严格的简谐振动。 

所以，恢复系数
2

2
0x

V
c k

x
=

∂
= =

∂
弹 ；此时，惯性系数 a 即为振子的质量为m 。 

因此，弹簧振子的周期为 

2 2a mT
c k

π π= = 。 

进一步可知，弹簧振子的振动方程为 ( )0cosx A tω θ= + ，系统能量为 21
2

E kA= 。 

4.2. LC 电磁振荡 

在 LC 电磁振荡电路中，电容器中贮存的电场能为 21
2CE CU= ，线圈中的磁场能为 21

2LE LI= ，其中

U 为电容器两极板间的电压， I 为线圈中的电流。则系统的总能量为 

2 21 1
2 2

E CU LI= + =常量。                             (23) 

由于
QU
C

= ， I Q= ，则(23)式可化为 2 21 1
2 2

E Q LQ
c

= +  。此式表明，系统相轨为椭圆，即当电场能

和磁场能在转换过程中无损耗时，电磁振荡为简谐振动。 

这里，广义势能
21

2
QV
C

= ⋅ ，广义动能为 21
2

T LQ=  ，所以，恢复系数
2

2
0

1

Q

Vc
CQ =

∂
= =
∂

，此时，惯性

系数 a 即为线圈的电感 L 。 
因此， LC 电磁振荡的周期 

2 2aT LC
c

π π= = 。 

电磁振荡的运动方程为 ( )0cosmQ Q tω θ= + ，系统能量为 21
2 mE Q
C

= 。 

4.3. 复摆 

复摆的重力势能为 ( ) 211 cos
2c cV mgr mgrθ θ= − ≈重 (小摆幅近似)，式中 cr 为悬点 o 到质心C 的距离。

系统的总能量 

2 2 21 1
2 2c cE mr mgrθ θ= + = 常量。                           (24) 

由(24)式可知，复摆系统相轨为椭圆，即复摆在小摆幅时的振动为简谐振动。 

这里，恢复系数
( )

2

2

0

d

d c

V
c mgrθ

θ
θ

=

= = ，此时，惯性系数 a 即为复摆的转动惯量 I 。 
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因此，复摆的周期为 

2 2
c

a IT
c mgr

π π= = 。 

复摆的振动方程为 ( )0cosA tθ ω φ= + ，系统能量为 21
2 cE mgr A= 。 

5. 结论 

本文通过引入 2r 维相空间，获得了能量表象下自由度为 r 的简谐振动的一个充分必要判据。该结论

可以在能量表象下以初等方式直接确定系统简谐振动的圆频率、周期、振幅、运动方程及系统能量等参

数，而不必去求解复杂的描述动力学过程的微分方程。进一步，通过讨论 2 维相空间情形下的判据，获

得了自由度为 1 的简谐振动运动学相关参数。不难看出，相空间方法能够为能量表象下简谐振动的运动

学分析提供一个简单且有效的工具，并且可以拓宽简谐振动分析的适用性。最后，通过三个实例的分析

计算展示了该方法对于简谐振动运动学分析的高效性和可操作性，为工程应用中简谐振动相关问题的分

析提供了一种实用的解决方案。 
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