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摘  要 

本文采用贝叶斯神经网络方法对多个核质量模型进行了优化，包括宏观模型LDM、宏观–微观模型

FRDM12，微观模型RMF等。基于AME2020核质量数据表，BNN方法有效降低了实验值与理论预测值之

间的均方根误差，尤其在LDM模型和RMF模型中，均方根误差都降低了80%。通过对轻、中和重核的单

中子分离能进行测试，结果显示BNN优化后的核质量模型的单中子分离能与实验数据能够较好地趋近，

并且再现了奇偶交错现象。 
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Abstract 
This paper employs the Bayesian neural network method to optimize multiple nuclear mass models, 
including the macroscopic model LDM, the macroscopic-microscopic model FRDM12, and the mi-
croscopic model RMF, etc. Based on the AME2020 nuclear mass data table, the BNN method effec-
tively reduces the root mean square error between experimental values and theoretical predictions, 
especially in the LDM and RMF models, where the root mean square error is reduced by 80%. By 
testing the single-neutron separation energies of light, medium, and heavy nuclei, the results show 
that the single-neutron separation energies of the BNN-optimized nuclear mass models can better 
approach the experimental data and reproduce the odd-even staggering phenomenon. 
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1. 引言 

核质量或结合能是原子核的基本性质。通过精确测量原子核质量或结合能，可以揭示原子核壳效应

[1] [2]和形变[3] [4]等核结构特征，因此对原子核质量的精确测量在核物理的研究中至关重要。目前大约

有 2500 多个核素的质量已经被实验测量[5]，但仍有相当数量的核素质量未得到有效测量，因此需要借助

理论模型预言这些核素的质量。 
早期的核质量模型如液滴模型(Liquid Drop Model, LDM) [6]，它是描述原子核结合能的经典宏观模

型。其次在原子核质量预测中主要还包括两种全局核质量模型：宏观–微观质量模型和微观质量模型。

宏观–微观质量模型例如 Duflo-Zuker (DZ)模型[7] [8]，有限范围液滴模型 Finite-Range-Droplet Model 
(FRDM12) [9]和 Weizsäcker-Skyrme (WS)质量模型[10]-[13]。微观质量模型如 Hartree-Fock-Bogoliubov 
(HFB)模型[14]-[16]以及 Relativistic Mean-Field (RMF)模型[17]。  

对原子核质量的预测精度范围已有较好的研究成果，但对于未知核区核素的质量精度要求仍有进一

步的提高空间。随着计算机技术的高速发展，机器学习(Machine Learning, ML)在核物理领域的应用逐渐

成为趋势，机器学习在核质量中的应用有望弥补传统理论模型存在的不足。神经网络是机器学习中的一

个重要方法，机器学习中预测核质量使用的神经网络方法例如径向基函数[18]、贝叶斯神经网络(Bayesian 
Neural Network, BNN) [19]和 Levenberg-Marquardt (LM)神经网络等。 

本文使用贝叶斯神经网络方法对核质量模型进行优化来提高核质量预言精确度。第二部分给出贝叶

斯神经网络的理论介绍，第三部分基于 AME2020 核质量数据表[20]对核质量模型进行优化，其次对 BNN
方法优化后的单中子分离能进行了讨论，最后给出总结。 

2. 贝叶斯神经网络模型 

贝叶斯神经网络的思想就是把概率方法加入到神经网络模型中，目的是让网络能输出预测结果，得

到预测结果的不确定性。贝叶斯神经网络会给每个参数设置一个概率分布，通过不断学习数据以更新这

些参数的概率分布，最终给出预测结果的概率分布。贝叶斯神经网络基于贝叶斯定理来推断模型参数的

后验分布，假设有一个给定的训练数据集 ( ){ },n nD x y= ，其中 nx 是输入数据， ny 为输出数据。模型的目

标是从给定的数据 D 中推断出模型参数θ 的后验分布。根据贝叶斯定理，后验分布 ( )p Dθ 可表示为 

( ) ( ) ( )
( )

p D p
p D

p D
θ θ

θ =                                    (1) 

本文定义 ny 为核质量的实验值 expM 与理论值 thM 之间的质量残差 

( ) ( )exp , ,n n n th n ny M Z N M Z N= −                                (2) 

本文将均方根误差(Root Mean Square Error, RMSE)作为损失函数，定义为 
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( )2

1
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N
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n
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= −∑                                  (3) 

这里 ny 是第 n 个数据的实验质量残差， ˆny 是模型预测的质量残差。 
本文采用的神经网络模型[19]为 

( )
1 1

, tanh
H I

n j j ji i
j i

f x a b c d xθ
= =

 = + + 
 

∑ ∑                             (4) 

式中 { }, , ,j j jia b c dθ = 表示神经网络的参数， H 为隐藏神经元， I 为输入参量。函数 ( ),nf x θ 与输入参量

和网络参数的选择有关。x 包含四个输入参量，即 ( ), , ,x Z N Pδ= ，Z 和 N 分别为质子数和中子数，δ 和

P 是原子核的对效应和壳效应。 

3. 模型训练 

BNN 优化的 LDM 模型 

以 LDM 模型为例检验 BNN 方法对模型的优化效果，本文计算原子核结合能的 LDM 公式[21]为 

( ) ( ) 2/3
2 2

2 2

1/3

4 4
( , ) a 1 1 1 1s

LDM z z s z z

c p p

k k
E Z A T T A a T T A

A A
Z Za f E

AA

υ
υ
   = + + + + +   
   

+ + +

                (6) 

其中 , , , , ,s s c pa k a k a fυ υ 为可调参数， , , zZ A T 分别为质子数，质量数及同位旋三分量。 

      

1 3 1 3 1 3
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
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和 为奇数

为奇数 为偶数

为偶数 为奇数

和 为偶数

                      (7) 

式中 , ,n p npd d d 为可调参数，通过线性拟合得到最佳参数分别为 15.628aυ = − ， 1.860kυ = − ， 17.881sa = ，

2.292sk = − ， 0.711ca = ， 1.120pf = − ， 4.873nd = ， 5.102pd = ， 7.188npd = − 。拟合后的结合能均方根

误差为 2.543MeV。 
本文训练贝叶斯神经网络的原子核质量数据取自 AME2020，所用数据为 8N ≥ 和 8Z ≥ 的 2457 个原

子核，将 2457 个原子核组成的数据集随机分为 90%的数据作为学习集和 10%的数据作为验证集。  
实验值与预测值之间的结合能偏差如图 1 所示，计算结果在表 1 中给出。图中可以明显看到 LDM 模

型在双闭壳核处实验值与预测值有较大的偏差，而使用 BNN 方法后，LDM 模型整体的均方根误差从

2.543 MeV 降到了 0.458 MeV，表明 BNN 方法的质量预测之间的残差部分有效消除了 LDM 模型在计算

结合能时产生的误差。 
在表明 BNN 方法的有效性的情况下将贝叶斯神经网络应用于宏观微观质量模型 FRDM12，微观质

量模型 RMF。原始模型预测的核质量均方根误差与使用 BNN 方法优化的误差之间的对比结果如表 1 所

示。 
表 1 展示了 BNN 方法改进的各种质量模型及其对应模型的学习集和验证集中的核质量相对于实验

数据的均方根误差。结果显示三个核质量模型的均方根误差都得到了降低，尤其是液滴模型学习集的均

方根误差从 2.552 MeV 降至 0.352 MeV，均方根误差减少了 80%，RMF 模型学习集的均方根误差从 2.109 
MeV 降至 0.388 MeV，均方根误差也同样减少了 80%。在验证集上的均方根误差的表现也较好，证明了
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BNN 方法预测核质量的有效性。 
为了直观地显示 BNN 方法预测核质量的效果，图 2 给出了 LDM 模型的整个集合中每个原子核质量

的实验数据和模型理论数据之间的质量差异以及 BNN 方法改进的质量预测之间的偏差。从图 2(a)可以明

显看出在幻数周围的区域实验数据与理论数据之间存在较大差异，从图 2(b)看到 LDM 模型的误差分布

经 BNN 方法优化后得到改善，表明 BNN 方法较好地优化了实验数据与 LDM 模型预测之间的质量偏差。 
 

 
Figure 1. Difference between the calculated and the experimental binding energies 
图 1. 理论结合能与实验结合能的偏差 

 
Table 1. Correction results of BNN for different models 
表 1. BNN 方法对不同模型的修正结果 

 模型 LDM FRDM12 RMF 

学习集 

preσ  (MeV) 2.552 0.607 2.109 

postσ  (MeV) 0.352 0.289 0.388 

preσ σ∆  0.862 0.523 0.816 

验证集 

preσ  (MeV) 2.389 0.589 2.011 

postσ  (MeV) 0.494 0.393 0.547 

preσ σ∆  0.793 0.333 0.728 

 
本文进一步对轻、中、重核的单中子分离能进行测试，计算了质子数 Z = 166,280 的同位素链单中子

分离能。测试方法为使用 BNN 方法优化后的 FRDM12、LDM 以及 RMF 模型的核质量数据计算出这些

核质量对应的单中子分离能，然后与 AME2020 数据表中的实验值进行比较。结果如图 3 所示。将计算的

结果与 AME2020 数据表中的实验数据进行比较，发现使用 BNN 方法改进后的 RMF 模型的核质量的单

中子分离能在轻核区域表现较好，而在中核与重核区域存在部分与 AME2020 实验值的偏差，但总体数据

变化趋势趋近 AME2020 数据表的实验值，BNN 方法改进后的 FRDM12、LDM 模型的核质量的单中子分

离能与 AME2020 数据表的实验值的变化趋势都有较好的贴近，而且单中子分离能的奇偶交错变化也得

到了再现。BNN 方法有效优化了 FRDM12、LDM 以及 RMF 模型的核质量数据，并且对优化后的核质量

计算出的单中子分离能也与 AME2020 数据表中的实验值有较好的重合，验证了 BNN 方法预测核质量的
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准确性。 
 

 
Figure 2. Panels (a) represent the mass differences between the experimental values and the predictions of the LDM model 
for the entire dataset. Panels (b) show the mass differences between the experimental values improved using the BNN method 
and the predictions of the LDM model 
图 2. (a)整个集合中实验值与 LDM 模型预测值之间的偏差；(b) 表示使用 BNN 方法改善的实验值与 LDM 预测值之

间的偏差 

4. 结论 

 
Figure 3. The single-neutron separation energies (Sn) of Z = 166,280 
图 3. Z = 166,280 的单中子分离能 

 
本文采用贝叶斯神经网络方法基于 AME2020 核质量数据表优化了包括宏观模型 LDM，宏观–微观

模型 FRDM12，微观模型 RMF 等，结果表明 BNN 方法有效减少了实验值与理论预测值之间的均方根误

差。本文还对 BNN 方法优化后的核质量数据的轻、中、重核的单中子分离能进行了测试，以 Z = 166,280
的原子核为例，发现 BNN 优化后的 FRDM12、LDM 和 RMF 模型的核质量数据与 AME2020 数据表的实
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验值有很好的趋近。综上所述，本文通过对神经网络输入参量和超参数的合理调整使得 BNN 方法有效降

低了核质量模型的均方根误差，改善了核质量的预测精度，这为核物理研究提供了重要的预测工具。 
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