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摘  要 

本研究基于Dicke模型，探讨了激发态量子相变(ESQPT)对系统非平衡热力学性质的影响。具体来说，通

过细致分析量子功分布的性质，深入探究了一阶和二阶激发态量子相变在功分布中体现。我们的结果表

明，尽管功分布的特定性质可以很好地刻画Dicke模型中二阶激发态量子相变，但一阶激发态量子相变无

法通过功分布得到揭示。该研究一方面表明了功分布在激发态量子相变的研究中具有重要的作用，另一

方面也表明了复杂多体模型中激发态量子相变研究的困难性。由于Dicke模型可以在不同的实验平台上

得到实现，因而，我们的研究还将进一步促进更多的关于激发态量子相变的实验研究。 
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Abstract 
In this study, by employing the Dicke model, we investigate the impacts of the excited-state quan-
tum phase transitions on the nonequilibrium thermodynamic properties, Specifically, by perform-
ing a detailed examination on the features of the quantum work distribution, we investigate how 
the first- and second-order ESQPTs in the Dicke model manifest themselves in the work distribu-
tion. Our results show that the presence of the second-order ESQPT in the Dicke model can be de-
tected by certain properties of the work distribution. However, all our considered features of the 
work distribution are unable to probe the occurrence of the first-order ESQPT. On the one hand, our 
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findings verify the usefulness of the work distribution in the studies of the ESQPTs. On the other 
hand, the results of our study also indicate the difficult for analyzing the ESQPTs in complex quan-
tum many-body systems. As the Dicke model can be realized by several experimental platforms, we 
expect that our studies could motivate more experimental explorations of the signatures of ESQPTs. 
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1. 引言 

在过去的几十年中，量子相变成为凝聚态物理和量子系统研究中的重要课题。最初，研究者们的注

意力集中在基态量子相变[1] [2]上，这种相变是由量子涨落驱动的零温度现象。基态量子相变通常发生在

控制参数(如外部场或耦合强度)跨越临界点时，系统的基态性质会发生突变。它不仅为我们揭示了量子系

统的独特性质，也成为量子多体系统理论与实验研究的核心内容。随着研究的深入，量子相变的研究方

向逐渐扩展，不仅局限于基态，还涉及到了激发态量子相变[3] [4]。激发态量子相变作为基态量子相变的

自然延伸，通常与基态相变紧密相关。近年来，激发态量子相变的研究已在多个物理模型中取得重要进

展，涉及模型如 Lipkin-Meshkov-Glick (LMG) [5]模型、Dicke 模型[6]、Rabi 模型[7]、旋量玻色–爱因斯

坦凝聚体[8]、Kicked top [9]模型等。这些研究表明，激发态量子相变不仅对量子系统的宏观特性产生深

远影响，而且为探索非平衡量子动力学[10]、量子混沌[11]、量子热力学[12]以及量子退相干[13]等多个领

域提供了新的研究视角。在激发态量子相变的研究中，相关方法和技术也经历了不断发展。量子保真度

[14]、量子功统计[15]、洛施密特回波[16]、Husimi 函数[17]、非时序关联函数[18]和量子纠缠[19]等手段，

已经成为探测和研究激发态量子相变的重要工具。这些方法不仅提升了我们对激发态量子相变机制的理

解，也促进了实验技术的创新与发展。值得一提的是，激发态量子相变的理论特征已在多个实验平台中

[20]得到了验证，这些成果进一步推动了该领域的理论研究和应用探索。 
本文旨在探讨激发态量子相变对量子系统非平衡热力学性质的影响，并重点研究如何通过系统的热

力学特性来揭示相变的发生。特别地，我们运用量子功分布熵的方法[21]-[23]，研究 Dicke 模型中激发态

量子相变的表现。通过量子淬火过程中的量子功分布，我们能够揭示系统非平衡热力学的行为，进一步

证明量子功分布可以作为探测量子多体系统中激发态量子相变的有效工具。 

2. 激发态量子相变 

激发态量子相变(Excited-state Quantum Phase Transition, ESQPT)指的是一些孤立量子系统的激发态谱

中出现的各种临界现象。与标准的量子相变(Quantum Phase Transition, QPT)不同，后者主要描述的是系统

基态在控制参数(例如外部场强或内部耦合强度)变化时的非平凡演化，激发态量子相变通常涉及大量激

发态的变化，而非仅仅是基态上方的少数几个激发态。在此过程中，系统的能量和谱结构会随着控制参

数κ 及激发能量 E 的变化而表现出剧烈的非平滑变化。与热相变(Thermal Phase Transition, TPT) [24]不同，

后者通过热涨落作用于激发态，导致能量分布的模糊变化，而激发态量子相变则通常在某一特定能量值
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附近对激发态(可能是其子集)产生显著影响，从而引发能级结构的突变。越来越多的研究表明，这种谱的

奇异性在多种量子力学模型以及凝聚态物理中的多体系统中具有深远的影响。激发态量子相变表现为控

制参数κ 和能量 E 组成的平面中能级密度的非解析性，这种非解析性通常出现在某些临界区域内，即平

面中的曲线 ( )cE E κ= ，并伴随着激发态性质的剧烈变化。一般而言，激发态量子相变的临界能量 ( )cE κ

会延伸至基态量子相变的临界能量点。 
根据现有的研究，大多数激发态量子相变与经典极限下哈密顿量的不动点相关，或与潜在的经典动

力学奇点有关。这些奇点在量子能谱中的表现显著依赖于系统的自由度( f )，且当自由度较低时，相关效

应的可见性会更加显著。激发态量子相变的概念最早由 Cejnar 等人提出，随后，Caprio 等人通过建立更

加坚实的理论框架，进一步发展了这一领域，并在 1f = 模型中提供了多个激发态量子相变的实例。在

2f = 系统中，激发态量子相变效应最初由Cejnar和 Stránský等人提出，之后同一团队与Macek和Leviatan
共同开展了一系列系统的研究。迄今为止，关于各种多体系统中激发态量子相变的特征已经积累了大量

的文献。最近关于 ESQPT 的研究可以归纳为以下几类：在各种具体模型中识别 ESQPT 并确定其在量子

谱和经典动力学中的特征，分析 ESQPT 的热力学后果，探索由 ESQPT 引起的动态效应以及将 ESQPT 概

念扩展。我们的研究先在 Dicke 模型中寻找 ESQPT，继续探讨了激发态量子相变对系统非平衡热力学性

质的影响。 

3. Dicke 模型 

3.1. 模型介绍 

Dicke 模型描述了一个由 N 个二能级原子与腔体内单模辐射场相互作用的量子系统。它最初由物理

学家 R. H. Dicke 在 1954 年提出，用于研究集体原子辐射现象(如超辐射现象)。近年来，Dicke 模型广泛

应用于量子光学、腔电动力学和量子相变等领域的研究中，成为研究集体量子现象和量子临界行为的重

要工具之一。该模型的哈密顿量由三部分构成：第一部分与单色量子化辐射场相关，第二部分涉及原子

系统，最后一部分描述原子系统与辐射场之间的相互作用。Dicke 哈密顿量可以表示为： 

 ( )† †
0

2
D z xH J a a a a J

N
κω ω= + + +  (1) 

其中，辐射模式的频率为ω ，对应的光子数算符为 †a a 。对于原子部分， 0ω 表示激发能量，而 , ,zJ J J+ −

是遵循 SU(2)代数的原子集体伪自旋算符。在热力学极限下，二阶量子相变(QPT)发生在相互作用参数达

到临界值 0 2cκ ωω= 时，当耦合常数κ 较小(即 cκ κ< )时，系统中的原子和光场之间的相互作用较弱。 

每个原子几乎独立存在，光场的能量较低，基态中光子的数量几乎为零，此时系统表现出相对较弱的集

体行为为正常相。当耦合常数κ 增大(即 cκ κ> )时，系统中的原子集体与光场发生强烈的相互作用。光场

中的光子数增大，原子之间通过集体效应产生强辐射，形成超辐射相。在这个相中，光场和原子的集体

行为变得显著，基态中的光子数远高于正常相，称作超辐射相。 

3.2. 经典极限 

在研究 Dicke 模型中的激发态量子相变时，经典极限[25] [26]的分析扮演着至关重要的角色。量子相

变本质上是量子系统参数变化时，在基态或激发态出现剧烈变化的现象，而这些现象通常涉及到系统的

相空间结构和量子态密度的变化。通过在经典极限下分析 Dicke 模型，我们能够更加深入地理解这些量

子相变的微观机制。经典极限的研究能够揭示出量子系统与经典系统之间的相互联系，提供一种全新的

视角来理解量子相变。 
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经典哈密顿量可为： 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 20
04

2clH p q P Q qQ p q
ω

ω κ ω= + + + + − + −  (2) 

在经典极限下，Dicke 模型的态密度(DoS)可以写成： 

 ( ) ( ) ( )2 d d d d
2n cl

n
E E E P Q p q E jHρ δ δπ

≡ − = −∑ ∫  (3) 

其中 nE 表示第 n 个本征态的能量。利用δ 函数的性质，Dicke 模型的态密度可以表示为： 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

02 2

2

2 2

21 d arccos , 1
1

21 12 d arccos , 1
2 1

1, 1

x c
x

x c

x
x x

j x
x xε

κ
ε ε

ε κ
ω ρ ε κ

ε ε
ε κ

ε

+

−

+

  
   ≤ < −
  π − − =   

  + + ≤
  π − − 

 >

∫

∫
 (4) 

其中： 

 ( )
2

02 2c cx
κ κ

ε ε
κκ

±  −
= ± − 
 

 (5) 

 

 
Figure 1. (a), (b): The density measure for the Dicke model as a function of the rescaled energy 0E jω= , where (a) 

0.2cκ κ =  and (b) 3cκ κ = . The solid lines represent the semiclassical approximation of the DoS, and the blue dashed lines 
in panels (c) and (d) denote the critical energy for the first-order ESQPT, while the blue dotted lines in panel (d) mark the 
critical energy for the second-order ESQPT 2 1cε = − . Other parameters 02 20, 1, 0.5cj N ω ω κ= = = = = , and all units are 
dimensionless 
图 1. (a)、(b)：Dicke 模型的态密度作为重新缩放的能量 0E jω= 的函数，其中(a) 0.2cκ κ = 和(b) 3cκ κ = 。实线表

示半经典近似的 DoS，图(c)和(d)中的蓝色虚线标记了第一阶 ESQPT 的临界能量，而图(d)中的蓝色点划线标记了第

二阶 ESQPT 的临界能量 2 1cε = − 。其他参数： 02 20, 1, 0.5cj N ω ω κ= = = = = ，单位都是无量纲化的 
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在图 1(a)和图 1(b)中展示了 Dicke 模型在不同κ 值下，偶对称谱段的态密度。我们发现态密度 ( )ρ ε

在 1ε = 处的行为出现不连续性，如图 1(c)和图 1(d)中蓝色虚线所示。由于 ESQPT 特征是态密度及其导数

中的非解析行为，观察到 ( )ρ′  的跳跃表明存在一阶 ESQPT，其临界能量为 1 1cε = ，并且与耦合强度无关。 
除了不连续行为外，如图 1(d)中的蓝色点划线所示， ( )ρ′  在 1ε = − 处还会出现尖点，尤其是在 cκ κ>

的情况下。这源于底层经典系统中的鞍点，正如图 1(c)所示。鞍点通常会导致态密度及其导数中的奇异

行为。对于 Dicke 模型， ( )ρ′  中的尖点在热力学极限下会转变为对数发散。这意味着 Dicke 模型在超辐

射相中会经历二阶 ESQPT，其临界能量为 E jω= 。一阶和二阶 ESQPT 具有不同的非解析行为，在能

谱中表现为不同的特征。 

4. 量子功 

4.1. 量子功分布 

量子功的概率分布存在多种不同的定义形式，这取决于测量量子功的方法。在本文的研究中，我们

采用了广泛使用的两点测量方案(two-point measurement scheme) [27]，即通过在驱动过程的初态和末态分

别测量系统的能量以确定量子功的统计分布。 
两点测量法要求对系统在驱动过程的初始和最终状态分别测量能量本征值。定义量子功为系统两次

测量能量的差值，即 f i
k nW E E= − ，由此，量子功的统计分布可表示为； 

 ( ) ( ),
,

f i
k n k n

k n
P W p W E Eδ  = − − ∑  (6) 

其中联合概率 ,k nP 由以下关系给出 

 ( ) ( ) ( )
, Tr k n n

k n f i ip U ρ = Π Π Π   (7) 

式中 ( )n
i i in nΠ = 和 ( )

f f
k

fk kΠ = 分别为驱动过程开始和结束时能量测量所对应的投影算符。 

由于量子功的定义与测量方法的选择相关，因此量子功分布存在不同的形式。实际研究中，为更深

入地理解系统在驱动条件下的响应特性，通常会进一步分析量子功分布的统计特征，如量子功的平均值、

方差及标准差等。 
量子功分布的平均功反映了系统在量子淬火过程中的能量变化趋势，描述了系统如何从初始状态转

移到最终状态时功的平均值。 

 ( )2 f i
k k n

k
W c E E= −∑  (8) 

量子功分布的方差是描述量子系统功的波动性的关键物理量。在研究激发态量子相变时，功分布的

方差可以揭示系统如何响应外部驱动的变化，特别是在接近临界点时的行为。量子功分布的方差定义为： 

 22
W W Wσ = −  (9) 

在各种多体系统中，虽然某时刻的功或者功的累积量可以表现到非平衡热力学的几个特征，但是它

们不能揭露量子功分布 ( )P W 中所包含的全部信息。因此，引入了一个测量量子功分布复杂度的量，即量

子功分布的熵，这是研究量子系统非平衡动力学中一个重要的物理量，它能够反映功分布的混乱程度和

不确定性。在量子淬火等非平衡过程中，功分布的熵能够揭示系统的热力学行为，尤其是系统如何响应

外部驱动协议的变化。我们可以通过量子功分布来计算熵。在量子系统中，功的分布 ( )P W 描述了不同功

值W 的概率分布，而熵通常通过 Shannon 熵定义，用于量化概率分布的混乱程度或信息量。对于功分布

( )P W ，其熵 S 可以定义为： 

https://doi.org/10.12677/app.2025.155056
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 ( ) ( )ln dS P W P W W= −∫  (10) 

4.2. 量子淬火 

量子淬火(Quantum Quenching)是指在量子系统中，某个控制参数(例如哈密顿量中的耦合常数、外部

场等)突然发生变化的过程。通过这种快速改变系统参数，通常会导致系统从一个初始状态跳跃到一个新

的状态，为了分析 Dicke 模型中的两个激发态量子相变如何通过量子功分布的熵影响非平衡热力学及其

相关特征，我们考虑了一个突然淬火协议。由于我们的目的是揭示两个激发态量子相变的影响和特征，

因此淬火必须使系统通过分别激发态量子相变的临界能量。由于淬火后体系中的能量依赖于δκ 值，所以

确定合适的临界淬火值δκ 是非常重要的。在这里，临界淬火值定义为将系统淬火后恰好达到激发态量子

相变临界能量所需的淬火值，用δκ 表示。为了探索一阶和二阶 ESQPT 对功统计性质的影响，我们需要

将系统带过相应 ESQPT 的临界能量。这是通过突变过程实现的，该过程改变系统的能量，导致重新缩放 
的淬火能量 0 0 0f fH jε ψ ψ ω= ，在经典极限下， fε 可以表示为： 

 ( )
2 2 4 4

* * * *
, 2 2 3 2

1, , ,
2

i c i c
f cl cl f

c i i c

E H K K p q P Q K
κ κ κ κ

δ
κ κ κ κ
  −

= = = − + − 
 

 (11) 

将淬火后的能量带入临界能量后，所需的δκ 值定义为该 ESQPT 的临界淬火强度。因此，通过分别

设置 , 1f cl cE ε= 和 2cε ，我们可以得出一阶和二阶 ESQPT 的临界淬火强度分别为： 

 
( )
( )

( )
( )

2 2 2 2

1 22 2 2 2
,

2 2
i i c i i c

c c
i c i c

κ κ κ κ κ κ
δκ δκ

κ κ κ κ

+ −
= − = −

− +
 (12) 

4.3. 数值模拟 

为了更清晰地分析 Dicke 模型的淬火后各能级变化，我们根据对称性关系，对 Dicke 模型哈密顿量

的能谱进行了分析。首先，从代数的角度对算符进行了代换。Dicke 模型的哈密顿量与总自旋算符对易， 
即 2, 0H J  =  ，其中 2 2 2 2

x y zJ J J J= + + 因此，哈密顿量的矩阵可以在 2J 的特征子空间内分解为完全独立

的对角块。在本研究中，我们将限制在最大自旋子空间 2j N= ，其中包含基态。此外，由于奇偶算符

( )†

e zi a a J jπ + +
Π = 也与哈密顿量对易，哈密顿量矩阵可以进一步分解为偶奇子空间。在以下讨论中，仅考虑

该模型的偶奇子空间。 
我们考虑 Hilbert 空间的基集{ }; , ,z zn j m n j m= ⊗ ，其中 ( )0,1, ,n n = ∞ 是玻色子模式的本征态

而 ( ), , 1, ,z zj m m j j j= − − +  是原子部分的 Dicke 态。通过 ( ) ( )2 1u u⊃ 动力学对称关系，把各算符作用

在 ,j m 基矢上，求出各精确的 J 值，其中： 

 , , , , , .zJ j m m j m m j j= = −   (13) 

这里 j m j− ≤ ≤ 是总自旋。通过不同的自旋作用在 zJ 方向上的投影，在这里我们有如下关系 

 , ,zJ j m m j m=  (14) 

 ( ) ( ), 1 1 , 1J j m j j m m j m+ = + − + +  (15) 

 ( ) ( ), 1 1 , 1J j m j j m m j m− = + − − −  (16) 

然后，哈密顿量矩阵在此基中的元素可以表示为： 

https://doi.org/10.12677/app.2025.155056


钱奕凡 
 

 

DOI: 10.12677/app.2025.155056 508 应用物理 
 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 , , , 1 , 1

, 1 , 1

; , ; , 1

1 1 1 1

z z

z z z z

z z z n n m m n n n n

z z m m z z m m

Kn j m H n j m n m n n
N

j j m m j j m m

ω ω δ δ δ δ

δ δ

′

′ ′

′ ′ ′ ′− +

− +

 ′ = + + + + 

 × + − − + + − + 

 (17) 

需要注意的是，系统中玻色子的数目是无限的，因此哈密顿量矩阵的维度也是无限的。为了数值对

角化其哈密顿量，必须将玻色子 Hilbert 空间截断至较大但有限的维度 cN ，从而保证解的收敛性。在本研

究中，玻色子基被截断，并且已仔细检查了结果对 cN 变化的稳定性。 

4.4. 数值分析 

4.4.1. 不同淬火参数量子功分布 
为了分析 Dicke 模型中的两个激发态量子相变如何通过功统计影响非平衡热力学及其相关特征，我

们先从基态触发，考虑了一个瞬时淬火。我们重点使用量子功分布的熵来描述 Dicke 模型中出现的两个

激发态量子相变。 
我们不固定耦合参数，调整淬火强度 iκ ，图 2 展示了在 Dicke 模型中，平均功W  (a)、功分布方差

Wσ  (b)和功分布的熵 WS  (c)随着淬火强度δκ 和初始耦合强度 i cκ κ 的变化。两条虚点线分别代表了两种

激发态量子相变(ESQPT)的临界点 1cδκ 和 2cδκ 。在这些图中，每个子图通过不同的参数变化展示了系统在

不同情况下的非平衡热力学性质。 
在第一条虚点线( 1cδκ )附近，颜色发生明显变化。这表明在这个临界点附近，功、方差和熵等物理量

出现突变，系统的热力学性质发生剧烈变化。在量子功方差图 2(b)中，可以明显发现在虚点线附近方差

变深，反映出在相变发生时，系统的量子功方差急剧增加。但在一阶激发态量子相变的临界点处(图中白

色的点虚线)，不论是平均功，功分布的方差，还是功分布的熵，都没有表现出明显的临界特性。换句话

说，量子功分布无法揭示一阶激发态量子相变的出现，这是因为在一阶激发态量子相变处，态密度不连

续且模型不可积，当模型变为不可积时，系统会具有更复杂的相互作用。不可积性通常伴随有混沌和复

杂的相互作用，混沌效应会抹掉相变的特征。 
 

 
Figure 2. Averaged work W  (a), the variance Wσ  (b), and the entropy WS  (c) of the work distribution as a function of 
δκ  and i cκ κ  for the Dicke model with 2 20j N= = . The white dot-dashed and dashed curves in each panel denote the 
critical quenchs for the first-and second-order ESQPTs. Other parameters: 0 1, 1 2cω ω κ= = = . All units are dimensionless 
图 2. 对于 2 20j N= = 的 Dicke 模型，平均功W  (a) 功分布方差 Wσ  (b) 和功分布的熵 WS  (c) 随着淬火强度δκ 和

初始耦合强度 i cκ κ 的变化。每个图中的白色虚点线和虚线分别表示第一阶和第二阶 ESQPTs 的临界淬火值 1cδκ 和

2cδκ 。其他参数： 0 1, 1 2cω ω κ= = = ，所有单位都是无量纲化的 
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4.3.2. 不同能级量子功分布 
到目前为止，在 Dicke 模型中，我们已经利用不同参数下量子功分布的熵来研究激发态量子相变的

影响和表征。然而，激发态量子相变的显著特征是在临界能量处的态密度发生奇异行为。因此，我们也

有必要探索量子功分布的熵如何随不同的能量而变化。 
为了使系统处于非平衡状态，我们使用了第二种突然淬火过程。即系统最初处于 ( )i iH H κ= 的第 n

个本征态 nψ ，其中 i cκ κ> 。在 0t += 时，我们突然将κ 的值从 iκ 改变为 f iκ κ δκ= + 。在图 3 中，我们

绘制了第 n 个特征态 nψ 的量子功分布 ( )P W ，用于研究这两个激发态量子相变。其他参数取值为 

01.5, 1iκ ω ω= = = ，系统尺寸大小 2 40N j= = 。由于要求淬火强度δκ 的值非常小，所以在淬火过程中注

入或提取的量子功也非常小。尽管如此，对于这两个激发态量子相变，我们依然可以观察到 ( )P W 的明显

差异。在发生这两个激发态量子相变的临界能量下的态密度最高，这也意味着临界本征态对小的扰动是

非常敏感。因此，如图 3(b)和图 3(d)所示，与远离临界能量的情况相比，在临界能量下功分布的能谱更宽

却具有更明显的涨落，可见通过量子功分布我们能标记到激发态量子相变。 
 

 
Figure 3. Work probability distributions ( )P W  of the Dicke model. (a)~(c): ( )P W  of the first-order ESQPT for several 

initial states with energy 0 0.5i
nE jω =  (a), 0 1 1i

n cE jω ε= =  (b), and 0 1.5i
nE jω =  (c), respectively. (d)~(f): ( )P W  of 

the second-order ESQPT for the initial states with 0 1.5i
nE jω = −  (d), 0 2 1i

n cE jω ε= = − (e), and 0 0.5i
nE jω = −  (f). In all 

panels, we have fixed 0.01δκ = . Other parameters: 01.5, 1iκ ω ω= = =  
图 3. Dicke 模型的功分布 ( )P W 。(a)~(c)：第一阶激发态量子相变(ESQPT)的功分布对于几个初始态，其中能量分别

为 0 0.5i
nE jω =  (a)， 0 1 1i

n cE jω ε= =  (b)，和 0 1.5i
nE jω =  (c)。(d)~(f)第二阶激发态量子相变(ESQPT)的功分布 ( )P W ，

对于初始态，其中能量分别为 0 1.5i
nE jω = −  (d)， 0 2 1i

n cE jω ε= = −  (e)，和 0 0.5i
nE jω = −  (f)。在所有图中，我们固

定了淬火强度 0.01δκ = 。其他参数： 01.5, 1iκ ω ω= = = ，所有单位都是无量纲化的 
 

接下来我们画了 3 副图，分别对应 Dicke 模型中的平均功W 、功分布方差 Wσ 以及功分布的熵 WS 作

为 0
i
nE jω 的函数。在每个图中，红色实线表示在 30 个点上平滑处理后的结果，垂直的虚线和点划线标

Wσ 出了激发态量子相变(ESQPT)发生的临界能量 2 1cε = − 和 1 1cε = ，分别与两个量子相变的临界能量相

关。 
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图 4(a)展示了平均功W 随着 0
i
nE jω 的变化情况。从图中可以看出，随着 0

i
nE jω 增加，平均功呈现

出一种逐渐增加的趋势，特别是临界能量附近的增长迅速。由于淬火过程，能量的改变引发了系统的反

应，特别是在临界点附近，功的变化会更为剧烈。 
功分布的方差 Wσ 不同能量范围内的波动性，可以通过图 4(b)观察到。随着 0

i
nE jω 的增大，功分布

的方差显著增加，显示了系统对于外部驱动的反应程度。在临界点附近，方差出现了明显的突变，表明

在临界能量附近，系统的波动性发生了质的变化。 
功分布的熵反映了系统的无序度和复杂性。图 4(c)中，功分布的熵随着 0

i
nE jω 的增加表现出清晰的

跃升，特别是在临界能量附近，熵值急剧增大。这表明在二阶激发态量子相变的临界点，系统经历了明

显的相变，量子功分布的熵急速上升，然后趋于平缓，表现为系统响应的混乱程度急剧变化。 
图 4 展示 Dicke 模型中两个激发态量子相变对系统热力学性质(包括功、功分布的方差和熵)的影响。

通过观察这些物理量在能量空间中的变化，我们能用这些热力学量标记 0
i
nE jω 为−1 时的第二阶激发态

量子相变，此时态密度发散，而对于态密度不连续的第一阶激发态量子相变标记不明显。 
 

 
Figure 4. Averaged work W , the variance of Wσ , and the entropy of WS  as a function of 0

i
nE jω  for the Dicke model 

with 1.5iκ = . The red solid curve in each panel denotes the results smoothed over 30 points. The vertical dashed and dotted 
lines mark the ESQPT's critical energies 2 1cε = −  and 1 1cε = , respectively. The quench strength 0.01δκ =  has been used 
for all panels. Other parameters: 0 1ω ω= =  
图 4. Dicke 模型中的平均功W 、功分布方差 Wσ 以及功分布的熵 WS 作为 0

i
nE jω 的函数。其中， 1.5iκ = 。每个面板

中的红色实线表示对 30 个点平滑后的结果。垂直虚线和点划线分别标记了激发态量子相变(ESQPT)的临界能量

2 1cε = − 和 1 1cε = 。所有子图使用的淬火强度为 0.01δκ = ，其他参数 0 1ω ω= = 。所有单位都是无量纲化的 

5. 总结 

在本研究中，我们利用量子功分布深入探讨了 Dicke 模型中激发态量子相变及其相关的临界特征。

为了深入理解 Dicke 模型中的的激发态量子相变，我们详细研究了 Dicke 模型，揭示了 Dicke 模型中一

阶和二阶激发态量子相变出现的物理根源，以及对应的态密度奇异行为。 
利用瞬时淬火的方法，通过分析淬火后量子功分布的特性，我们发现，二阶激发态相变可以对功分

布产生显著影响，但功分布对一阶激发态相变并不敏感。我们的研究表明功分布不仅无法区分 Dicke 模

型中的一阶和二阶激发态相变，而且也无法利用功分布探查一阶相变的发生。这一方面表明了激发态相

变与非平衡热力学间的复杂联系，另一方面也表明了如何有效揭示量子多体模型中的激发态相变依然是

一个需要深入探索的问题。 
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