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摘  要 

我们通过引入调制参数ξ，在弱耦合区域研究了由受控跃迁、在位作用 U 和最近邻库仑作用 V 描述的一维

关联电子体系。研究表明，诱导产生的三体吸引作用改变了标准 Hubbard 模型的相图。在半满情况下，除

了熟悉的电荷密度波(CDW)和自旋密度波(SDW)，基态相图中 22 8U V t− < ξ π 区域还存在一个键序自旋

密度波(BSDW)。当最近邻库仑作用 V 消失时，体系中存在绝缘体–金属相变。在 8U t>ξ π 区域，存在

三重超导(TS)序 Luttinger 金属相。我们也从有效相互作用角度讨论了包含超导(TS, SS)的一般量子相图。 
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Abstract 
By introducing a modulation parameter ξ, we study the one-dimensional correlated system with 
modified hopping, on-site U and nearest-neighbor V repulsion in the weak-coupling regime. The 
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induced three-body attraction changes the phase diagram of the standard Hubbard model. Besides 
the usual charge-density-wave (CDW) and spin-density-wave (SDW), a bond-spin-density-wave 
(BSDW) phase exists for 22 8U V t− < ξ π  at half filling. In the absence of the nearest neighbor Cou-
lomb interaction V, an insulator-metal transition takes place. A Luttinger metallic phase with the 
triplet superconducting (TS) correlations is realized for 8U t>ξ π . Effectively, a general quan-
tum phase diagram including superconductivity (TS, SS) is also discussed. 
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1. 引言 

低维体系和电子关联一直是凝聚态物理中一个重要的研究课题。一维 Hubbard 模型是描述低维关联

电子体系物理行为的最小量子模型，它的哈密顿量包含二项：除了单个电子在最近邻格点间跃迁运动(t)，
同位格点上的二个自旋相反的电子还存在一定强度的库仑排斥作用(U)。此时，体系的低能激发表现为独

立的电荷激发和自旋激发，费米液体理论失效，低能行为由 Luttinger 液体理论描述。Hubbard 模型有着

悠久的研究历史，它与很多准一维结构材料相关，如聚合物[1]，鍶铜氧化物[2]和电荷转移盐[3]。但是，

Hubbard 模型本身只考虑了局域电子间的关联，具有一定程度的应用局限性。因此，具有非局域电子相互

作用的扩展 Hubbard 模型描述更加复杂的物理，其中一个简单且重要扩展是具有最近邻电子库仑作用(V)
的一维 t-U-V 模型[4]。在半满填充和排斥区域，该模型的基态相图深受广泛的研究[5]-[19]。很长时间以

来，研究得到的共识是：模型的量子相图由相变线 2U V= 分为二个相区， 2U V> 区域对应自旋密度波

(SDW)， 2U V< 区域对应电荷密度波(CDW)。出乎预料，Nakamura 第一次打破了二相区的物理图像。他

通过数值计算发现，在自旋密度波和电荷密度波之间的 2U V 附近，在弱耦合和中间耦合部分区域，还存

在着一个键序电荷密度波(BCDW) [12]。这个结论立即引起了人们对 t-U-V 模型基态相图的研究兴趣[13]-
[19]。其中，大量数值研究都验证了这个新相的存在，但对 SDW，CDW he BCDW 的三相点位置存在一

些分歧。 
为了进一步从物理上揭示 SDW-CDW 相变和键位密度波的形成原因，Nakamura 考虑了关联跃迁(X)

的影响，他认为 X 分离了重合在 2U V= 的 Gaussian 相变线和自旋–能隙相变线， 0X < 情况扩大了简并

在基态中的 BCDW 相； 0X > 情况产生另一个键位自旋密度波(BSDW) [12]。与此不同，双占据态跃迁作

用(W) [20]和近邻 Heisenberg 作用(J) [21]也能导致一维电子体系中的 BCDW 相的产生。除此之外，人们

通过改变电子常规跃迁运动，推广 Hubbard 模型。在这篇文章中，我们研究这样的一维相互作用的电子

系统，模型的哈密顿量对应下列形式： 

( )†
, 1, 1

,
‍ . . ‍ ‍ ,

t U V

j j j jj j
j j j

H H H H

t c c h c U n n V n nα α
α

+ +↑ ↓

= + +

= − + + +∑ ∑ ∑                       (1) 

哈密顿量中的变形 Hubbard 算符定义为 
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( ), , ,1 ,j j jc c nα α αξ= −                                    (2) 

其中，α α= − ，表示 zS 表象中相反的自旋方向。为了从物理上明确算符(2)的引入，我们把它代入哈密

顿量(1)中的动能项，可分解为三种方式的单电子跃迁： 

( )( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

†
, 1, , 1,

,

2 †
, 1, , 1,

,

†
, 1, , 1, 1, ,

,

‍ . . 1 1

1 ‍ . .

1 ‍ . . 1 1 .

t j j j j
j

j j j j
j

j j j j j j
j

H t c c h c n n

t c c h c n n

t c c h c n n n n

α α α α
α

α α α α
α

α α α α α α
α

ξ

ξ

+ +

+ +

+ + +

= − + − −

− − +

 − − + − + − 

∑

∑

∑

                 (3) 

第一项表示单占据态电子和空占据态的交换，跃迁积分为 t ；第二项表示双占据态和单占据态的交

换，跃迁积分为 ( )21 tξ− ；第三项表示双占据态中的电子向空占据态的跃迁，跃迁积分为 ( )1 tξ− 。根据

量子力学，这三种情况波函数的交叠程度不完全一样，因此相应的跃迁积分可以存在理论上的不同。参

数 ξ 调制跃迁矩阵元的大小，越小引起的跃迁积分就越接近，这是依赖占据数(0, 1, 2)的跃迁，就是本

文引入的受控跃迁。当 0ξ = 时，系统恢复到传统的 t-U-V 模型。当 1ξ = 时，希尔伯特空间中没有双占

据态。因此，我们只需要考虑 0 1ξ< < 的情况。但是人们立即意识到受控跃迁项会引发二个附加的多体

作用：二体作用和三体作用。下面我们研究受控跃迁对模型(1)的基态相图的影响。我们仅考虑弱排斥

相互作用( , 1U t V t  )和小的调制参数( 1ξ  )，在这种条件下，玻色化方法和重整化群技术可以很好

的运用。我们将展示，没有库仑作用 V 时，三相超导可以在 8c U tξ ξ π≥ = 区域形成。当二体对角作

用 U 和 V 同时存在时，诱导产生的三体吸引作用破坏 t-U-V 模型后向散射和倒逆散射的附加对称性，

原来重合在 2U V= 的高斯相变线和自旋–能隙相变线分开，在此位置形成键序自旋密度波(BSDW)。系

统的基态相图包含三个绝缘相：在 22 8V U tξ π− > 区域是电荷密度波(CDW)，在 22 8V U tξ π− < 是键

序自旋密度波(BSDW)，在 22 8U V tξ π− > 区域时电荷密度波(CDW)。我们并没有发现值得争议的键序

电荷密度波(BCDW)。 

2. 模型的玻色化和重整化群分析 

为了突出受控跃迁对一维扩展 Hubbard 模型基态特性的影响，我们把哈密顿量(1)写成另一种等价形

式： 

2 ,tUV t t
H H H Hξ ξ
= + +                                   (4) 

( )†
, 1, , ,

,
‍ . . ‍ ‍ ,tUV j j j jj j

j j j
H t c c h c U n n V n nα α

α
+ ↑ ↓= − + + +∑ ∑ ∑                      (5) 

( )†
, , , 1,

,
‍ . . ,t j j j j

j
H t c c n n h cξ α α α α

α
ξ +

 = + + ∑                            (6) 

2
2

t
H t

ξ
ξ= − ( )†

, 1, , 1,
,

. . .j j j j
j

c c n n h cα α α α
α

+ + +∑                            (7) 

tUVH 描述熟悉的 t-U-V 模型， tH ξ 和 2t
H

ξ
分别表示诱导产生的二体作用和三体作用。 2t

H
ξ
前面的负

号表示吸引作用，以补偿 tH ξ 项的额外排斥。这二个附加作用分别与ξ 和 2ξ 成正比，当 1ξ  时，这些相

互作用可以当作微扰处理。 
在一维情况下，玻色化方法是分析相互作用电子体系的一个非常有力的工具。一维低能谱可以在左

(L)右(R)二个费米点( Fk± )展开，算符 ,jc α 可以写成 ( ), ,, ‍j rr L Rc a xα αψ
=

→ ∑ 的形式，其中 ( ),r xαψ 湮灭位于 

格点 j 、自旋α 的 r 支的费米子。这些守征费米场能够通过玻色算符 ( )/ ,L R xαϕ 来表示，其标准公式如
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下[22] 

( ) ( ) ( ) ( ), ,4 4
, ,

1 1e ,   e .
2 2

L Ri x i x
L Rx x

a a
α απϕ πϕ

α αψ ψ
π π

−= =                     (8) 

我们定义一对共轭标量场 ( )xαφ 和 ( )xαθ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,,   .L R L Rx x x x x xα α α α α αφ ϕ ϕ θ ϕ ϕ= + = −                      (9) 

再引入它们的线性组合  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
/ /,   ,

2 2c s c s
x x x x

x x
φ φ θ θ

φ θ↑ ↓ ↑ ↓± ±
= =                       (10) 

这二个场算符分别描述场的电荷自由度和自旋自由度。经过这样处理，我们获得玻色型的哈密顿量，

c sH H H= + ， 

( ) ( ) ( )22 2 3
2d d cos 8

2 2
,F

c x c c x c c
c

gvH x x
a

φ β θ πφ
β π

⊥ = ∂ + ∂ + ∫ ∫                  (11) 

( ) ( ) ( )2 22 1
2d d cos 8 .

2 2
F

s x s s x s s
s

v gH x x
a

φ β θ πφ
β π

⊥= + +∂ ∂∫ ∫                  (12) 

这里(以及文中以下部分)我们省略了场的宗量 x 。在电荷部分和自旋部分定义了Luttinger参数：

1 2c cgβ + ， 1 2s sgβ + ，以及重整化的速度： c F cv v β= ， s F sv v β= ，式中的 2Fv ta= 是半满下无

相互作用的费米速度。耦合常数对应 
286cg U V tξ

π
= − − +                                   (13) 

282sg U V tξ
π

= − +                                    (14) 

2

3
82g U V tξ
π⊥ = − + +                                  (15) 

2

1
82g U V tξ
π⊥ = − +                                   (16) 

相等关系 1sg g ⊥= 来源于模型的自旋SU (2)对称性。 
在获得表达式 cH 和 sH  (11)和(12)的过程中，我们利用了处理弱耦合的常用方案[20] [23]-[28]，也不

考虑标度维度 4csd ≈ 的电荷–自旋耦合强无关算符的贡献。此时，电荷激发和自旋激发是独立的，模型

可以运用标准的“g-术语”技术来表述。在弱耦合情况下，我们通过重整化群分析判断耦合常数的相关

性，以及相联系的 umklapp 散射和向后散射的影响。体系的低能激发能够通过有效耦合常数 ( )Γi l 的重整

化群方程进行分析[25] [27]， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2
3 3

dΓ dΓ
2Γ Γ ,   2Γ ,

d d
c

c
l l

l l l
l l
⊥

⊥ ⊥= − = −                        (17) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1

dΓ dΓ
2Γ Γ ,   2Γ .

d d
s

s
l l

l l l
l l
⊥

⊥ ⊥= − = −                        (18) 

我们已利用了截断标度变换 dla ae→ ， l 是标度长度，无量纲的跑动耦合常数 ( )Γ 0 4i ig taπ= 。标度

方程决定着如图 1 所示的重整化流向图。 
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Figure 1. The renormalization-group flow diagram. The arrows represent the direction 
of flow with increasing length scale. The infrared behavior is determined by the direction 
of RG flow with increasing length scale 
图 1. 重整化流向图。箭头表示流的流动方向，体系的红外特性由流的方向决定 

 
根据建立的重整化流向图，我们可以直接分析倒逆散射和后向散射的影响。如果这二个散射是相关

算符时，会分别导致电荷能隙相变和自旋能隙相变。我们首先考虑自旋部分。自旋SU (2)对称性保证了重

整化流精确的沿着分界线 ( ) ( )1Γ Γs l l⊥= ，因此自旋激发由裸耦合 sg 符号决定。当 0sg > ，随着增加的标

度 l ， ( )1Γ 0l⊥ → 。自旋激发无能隙(Δ 0s = )， sφ 是个涨落场。当 0sg < ， ( )1Γ l⊥ 随着增加的标度增加。流

向强耦合不动点 ( )*
1Γ l⊥ →∞ = −∞。在这种情况下，自旋场的平均值为 0sφ = ，以降低体系势能。这意味

着自旋能隙相变发生在 
282 .U V tξ

π
− = −                                    (19) 

282U V tλ
π

− ≥ − 区域自旋激发无能隙，
282U V tλ

π
− < −  的区域自旋激发有能隙。 

由于电荷部分具有较低的U(1)对称性，电荷激发和自旋激发不同，重整化流偏离分界线 ( ) ( )3Γ Γc l l⊥= ，

有多种流向选择。根据方程(13)和(15)，在整个参数空间( , 0U V > )， ( ) ( )3Γ Γc l l⊥< 总是满足。这说明体系

的低能电荷总是有能隙(Δ 0c > )，耦合 ( )3Γ l⊥ 是相关算符，趋向强耦合不动点。但依赖裸耦合 3g ⊥ 是正还

是负， ( )*
3Γ l⊥ = ∞或 ( )*

3Γ l⊥ = −∞。电荷场锁在 8cφ π= 或0。因此，高斯相变发生在 
282 .U V tξ

π
− =                                     (20) 

3. 基态相图 

为了描述基态相图的特性，我们运用一套序参量[25] [29]： sin 2 cos 2CDW c sπφ πφ= ， 
cos 2 sin 2SDW c sπφ πφ= ， cos 2 cos 2BCDW c sπφ πφ= ， sin 2 sin 2BSDW c sπφ πφ= ，这四个参量描写着

电荷能隙相。电荷无能隙相对应二个超导序参量， ( ) ( )exp 2 cos 2SS c si πθ πφ= 和 

( ) ( )exp 2 exp 2TS c si iπθ πθ= 。量子相态由最大序参量来决定。 
我们首先考虑受控跃迁对 Hubbard 模型基态的影响。这对应 0V = 的情况，模型具有较高的 SU 

(2)⊗SU (2)对称性。描述电荷和自旋的耦合常数简化为 
2

3
8 ,cg g t Uλ
π⊥= = −                                   (21) 
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2

1
8 .sg g t Uλ
π⊥= = +                                   (22) 

这种行为严格限制标度流向精确沿着分界线(如图 1 所示)。二个渠道分别由单个参数 sg 和 cg 刻画。

依据重整化群分析，自旋能隙总是关闭的(Δ 0s = )。就像 Hubbard 模型一样，体系没有自旋–能隙相变的

发生。但是，电荷–能隙相变存在，且发生在 0cg = ，即 

8c
U
t

πξ =                                       (23) 

当 cξ ξ< 时，电荷部分有激发能隙(Δ 0c > )；当 cξ ξ≥ 时，电荷部分没有激发能隙(Δ 0c = )。这种特性

是 Hubbard 模型本身所不具备的。基态相图由相变线 8c U tξ π= 分为二个相区：三重超导(TS)序描述的

Luttinger 金属和自旋密度波(SDW)描述的 Mott 绝缘体(如图 2 所示)。 
 

 
Figure 2. Phase diagram corresponding to the model (1) for the V = 0 case. 
The curve marks the SDW-TS transition 
图 2. 模型(1)在 V = 0 极限下的基态相图，曲线表示 TS-SDW 相变线 

 
相区 I： 8U tξ π< 。自旋模式是无能隙的，不动点 ( )* 1s lβ = ，即 ( )*

1Γ 0l⊥ = 。电荷模式是有能隙的，

( )*
3Γ l⊥ = −∞ ，电荷场平均值 0cφ = 。序参量 SDW 取得最大值，键序电荷密度波被 SDW 序所抑制，体系

是 SDW 序主导的 Mott 绝缘体，表现为自旋密度波行为。 
相区 II： 8U tξ π> 。电荷模式和自旋模式都是无能隙的，对应 Luttinger 参数的不动点 

( ) ( )* * 1c sl lβ β= = 。由于电荷场和自旋场是涨落场，所有的序参量都可以取非零值。为了确定最终的序和

相，需要比较这些序的关联函数[10]： 

( ) 2
TS ln ,C x x x−=                                    (24) 

( ) 2 1
SS ln ,C x x x− −=                                    (25) 

( ) ( ) 2
SDW BSDW ,C x C x x−= =                                (26) 

( ) 2 2
BOW ln ,C x x x− −=                                   (27) 

( ) 2 3
CDW ln .C x x x− −=                                   (28) 
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很明显，根据关联函数的衰减行为，基态表现为三重超导序(TS)的 Luttinger 金属态。 
我们再考虑一般情况。基态相图由自旋–能隙相变线 22 8U V tξ π= − 和 Gaussian 相变线 

22 8U V tξ π= + 划分为三个不同的量子区域(如图 3 所示)。 
 

 
Figure 3. The ground state phase diagram of the model (1). The two solid lines denote the 
spin-gap transition ( 22 8U V tξ π− = − ) and the Gaussian transition ( 22 8U V tξ π− = ) 

图 3. 模型(1)的基态相图。二个实线分别表示自旋–能隙相变线( 22 8U V tξ π− = − )

和 Gaussian 相变线( 22 8U V tξ π− = ) 
 

区域 A，相互作用满足 22 8V U tξ π< − ，在位排斥作用(U)占主导地位。电荷激发有能隙( Δ 0c > )，
umklapp 过程是相关的。自旋激发没有能隙(Δ 0s = )，向后散射过程是无关的。体系的性质与 0V = 情况的

相区 I 相似，基态处于自旋密度波(SDW)主导的 Mott 绝缘态。 
 

 
Figure 4. The general quantum phase diagram of the model (1) including effective parameters. 
Uc1 and Uc2 represent the critical points for V = 0, respectively corresponding to the insulator-
superconductor transition and the SS-TS transition 
图 4. 当相互作用作为有效参数时，模型(1)的一般量子相图。Uc1 和 Uc2 表示 V = 0 情

况下的临界点值，分别对应绝缘体–超导体相变和单重超导–三重超导相变 
 

区域 B，相互作用满足 22 8V U tξ π> + ，近邻排斥作用(V)占主导地位。低能电荷激发和自旋激发都

是有能隙的，umklapp 和向后散射过程也都是相关的。不动点 ( )*
3Γ l⊥ = +∞ ， ( )*

1Γ l⊥ = −∞。相场期望值锁
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在 8cφ π= 及 0sφ = 。通过简单的计算，序参数 CDW 取得最大值，基态是电荷密度波(CDW)序的绝

缘态。 
区域 C，相互作用满足 22 8 /U V tξ π− < 。低能激发与区域 A 的行为相似，即电荷能隙存在而自旋能

隙消失，umklapp 相关，但向后散射无关。不动点 ( )*
1Γ 0l⊥ = ，自由的自旋场 sφ 倾向于 8sφ π= 。不动

点 ( )*
3Γ l⊥ = +∞ ，电荷场锁在 8cφ π= ，序参量 BSDW 取得最大值，基态是键序自旋密度波(BSDW)主导

的绝缘体。 
通常情况下，相互作用 U 和 V 是排斥的。但是为了进一步理论研究，我们可以把 ,U V 当作唯像参量

, 0U V < 。这次我们得到更加丰富的基态相图(如图 4 所示)。我们发现，超导相态能够在 0V < 和 
2

1 8cU U tξ π< = 的区域产生。而且在 2
2 8 0cU U tξ π< = − < ，基态是半能隙的单重超导 (SS)；在

2 1c cU U U< < 区域，基态是完全无能隙的三重超导(TS)。 

4. 讨论与总结 

在本篇论文中，我们利用玻色化方法和重整化群方案，解析研究了半满下的一维相互作用的电子体

系的量子特性。我们通过调控电子的跃迁运动，对标准扩展 Hubbard 模型进行了推广研究，这与通过改

变相互作用的推广方式不同。研究表明，电子常规跃迁方式的变化导致 t-U-V 模型相图的改变。我们集中

于弱耦合区域，并假定调制参量 1ξ  ，从而合理忽略强无关电荷–自旋耦合的贡献，电荷和自旋自由度

分离，模型的低能激发由 sine-Gordon 模型描述。通过重整化群分析，我们展示了 Gaussian 相变和自旋–

能隙相变的存在。这二个相变线把基态相图分成三个不同的绝缘态相区，分别对应自旋密度波(SDW)、键

序自旋密度波(BSDW)和电荷密度波(CDW)。在 0V = 的极限情况下，体系存在金属–绝缘体相变(对应 TS-
SDW 相变)，基态处于无自旋能隙的量子态，对应自旋密度波(SDW)序的 Mott 绝缘体(在 cξ ξ< 区域)或三

重超导(TS)序 Luttinger 金属(在 cξ ξ> 区域)。 
从物理角度上来说，随着电子跃迁方式的改变，体系中空穴、电子单占据和双占据的布局也相应发

生变化，并倾向于减弱双占据态。耦合常数(13)~(16)显示的耦合常数中没有与ξ 成比例的项，这是由于 
  tHξ 依赖于电子浓度的缘故，在半满下这项恰好消失。与此不同的是，诱导产生的三体项 2t

H
ξ

在半满下 

就非常重要，本质上它等于吸引作用。在某种程度上，依赖于双占据态的项不易形成。在没有V作用时， 
2t

H
ξ

诱导近邻自旋相同的二个电子相互吸引形成库珀对。因此，三相超导的形成就不足为奇了(见图 2)。当

U 和 V 都存在时，这两个排斥作用受到吸引项 2t
H

ξ
的调制，并进一步调制 Gaussian 相变和自旋–能隙相 

变。同时附加三体吸引又有利于近邻电子键的形成和键上电荷的极化。这样的调制会导致在电荷密度波

(CDW)和自旋密度波(SDW)之间的键序自旋密度波(BSDW)的产生。我们获得的相图与文献[12] ( 0X > )
和[20] ( 0W > )中相图相似，但物理机制不同。 

如果我们作如下代换： 2t tξ → ， 2
3t tξ− → ，模型哈密顿量与 Aligia 和 Arrachea 研究的模型哈密顿

量(2)等价[26]。相图 4 与文献[26]中的图 1(a)完全相似，包含 CDW，SDW，SBOW (即 BSDW)，SS 和

TS。当 0V > ，体系在半满浓度下是个绝缘体： 0V ≤ 是 TS 形成的必要条件，这与文献[25]和[26]的结论

完全一致。在 0V = 的情况下，发生在 8c U tξ π= 下的 SDW-TS 相变与文献[30]的数值结果和文献[25]的
解析结果完全一致。人们已经证实，在一个有限大小的局域库仑排斥 cU 下三体吸引可以导致超导相态

[31]-[33]。另一方面，诱导二体作用在偏离半满时[34]或者二阶顶角修正下[35]会起着重要的作用。 
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