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摘  要 

根据压电体中扩展的介质裂纹模型，本文讨论了压电带型机电荷载下的Griffith裂纹问题，在裂纹边界条

件假设下，得到一组耦合偏微分方程组。运用傅立叶变换，将电弹性耦合偏微分方程组问题转化为求解

第二类Fredholm类积分方程组。采用Lobatto-Chebyshev配置法，得到了非线性代数方程，并对其进行

数值求解。通过数值计算分析了不同边界条件下断裂参量的变化规律并和已有实验结果进行了比较。 
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Abstract 
Based on the extended dielectric crack model in piezoelectric materials, this study examines the 
Griffith crack problem in piezoelectric strip structures under electromechanical loading. By assum-
ing specific crack boundary conditions, a system of coupled partial differential equations governing 
the electroelastic field is formulated. Applying Fourier transforms to convert the coupled partial 
differential equations into a system of the second kind Fredholm integral equations. The Lobatto-
Chebyshev collocation method is used to form a nonlinear system of algebraic equations, which is 
solved by proposing an algorithm. Numerical results are carried out to show the variations of the 
fracture parameters of concern on the physical properties of the dielectric inside the crack under 
the two boundary conditions. the formats. 
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1. 引言 

随着工业生产技术以及制造水平的提升，越来越多的新型材料被生产出来用以满足社会不断发展下的

新要求，而压电材料就是其中之一。压电材料具有将电能转换为机械能的良好物理特性反之亦然，这使得

多场耦合效应下的压电体被广泛应用在发电机、传感器以及制动器等智能器件上。然而压电陶瓷本身具有

脆性，在实际生产和使用过程中不可避免的出现裂纹缺陷。因此为了解智能器件的稳定性，有必要研究压

电固体在不同荷载下的断裂行为[1] [2]。在理论研究中发现，压电固体中裂纹的扩展依赖于许多因素，如裂

纹尖端非弹性变形[3]、裂纹尖端区域转换[4]和裂纹内部的介电效应[5]。另外，文献[6]考虑含圆币型介质裂

纹压电体在机电荷载作用下，通过引进势函数来分析其断裂行为，并导出了裂纹尖端的应力场和电位移场。

文献[7] [8]考虑到开口裂纹内介质的存在和裂纹表面电场可导，分析了电场对压电层中圆币型介质裂纹扩

张的影响。文献[9] [10]分别假设在裂纹内电场式绝缘和可导的情形下，求解出压电介质的应力强度因子和

能量释放率，并分析压电体的裂纹位置参数和外加荷载对它们的影响。文献[11] [12]基于有限厚度的压电层

裂纹问题，同样讨论了电场对压电介质的应力强度因子和能量释放率的影响。而文献[13]考虑横观各向同性

压电材料，通过将外加电荷载视为瞬态冲击过程，研究其纯电载荷作用下的电不透 III 型裂纹的动态响应。 
基于以上研究，本文利用扩展介质裂纹模型，重点分析含带型裂纹的有限厚度压电体在机电荷载作

用下的断裂行为。通过数值模拟，讨论在两类不同边界条件下，裂纹内介质的介电常数对电位移和电位

强度因子的影响。结果表明用自由法向应力边界条件近似模拟实际情况是可行的。 

2. 研究对象 

考虑横观各向同性压电带型中嵌入一个 Griffith 裂纹的情形，如图 1 所示。建立直角坐标系，裂纹位

于沿 x 轴 a x a− < < 处，Z 轴垂直于裂纹面，横观各向同性压电体厚度为 2h h hΙ ΙΙ+ = ，其中 hΙ  (或者 hΙΙ )
代表裂纹面到压电体上(或者下)表面的距离。假设裂纹内部充满介电常数为 cε 的介质，机械荷载 0σ 作用 

 

 
Figure 1. A dielectric crack in a piezoelectric strip 
图 1. 压电带型中的介质裂纹 
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于压电体表面，另外 0E 是电场荷载。 
在平面内的机电荷载作用下，利用线性压电理论，有如下本构方程[1]： 

 11 13 31

j j j
j x z

xx
u uc c e
x z z

φσ
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

,  (1) 

 13 13 33

j j j
j x z

zz
u uc c e
x z z

φσ
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

,  (2) 

 44 15

j j j
j x z

xz
u uc e
z x x

φσ
 ∂ ∂ ∂

= + + 
∂ ∂ ∂ 

,  (3) 

 15 11

j j j
j x z

x
u uD e
z x x

φε
 ∂ ∂ ∂

= + − 
∂ ∂ ∂ 

,  (4) 

 31 33 33

j j j
j x z

z
u uD e e
x z z

φε
∂ ∂ ∂

= + −
∂ ∂ ∂

,  (5) 

其中 j = Ι或者 ΙΙ。 jσ• ，
ju• 和

jD• 分别代表应力，弹性位移和电位移。 jφ 代表电势， c• ， e• 和 ε•分别表

示弹性刚度，压电常数和介电常数。 
在忽略体积力和自由电荷等情况下，运用平衡微分方程，可得到下面的耦合偏微分微分方程组： 

 ( ) ( )
2 2 2 2

11 44 13 44 31 152 2 0
j j j j
x z zu u uc c c c e e

x z x zx z
φ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

, (6) 

 ( )
22 2 2 2

44 33 13 44 15 332 2 2 2 0
jj j j j
xz z uu uc c c c e e

x zx z x z
φ φ∂∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + + =
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

, (7) 

 ( )
22 2 2 2

15 33 31 15 11 332 2 2 2 0
jj j j j
xz z uu ue e e e

x zx z x z
φ φε ε

∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + − − =

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
, (8) 

为刻画裂纹中充满介质，其裂纹面上的边界条件为： 

 ( ) ( ),0 ,0 0xz xzx xσ σΙ ΙΙ= = , a x a− < < , (9) 

 ( ) ( ),0 ,0 0zz zzx xσ σΙ ΙΙ= = , a x a− < < , (10) 

 ( ) ( ),0 ,0z z cD x D x DΙ ΙΙ= = , a x a− < < , (11) 

其中 

 
( ) ( )
( ) ( ) 0

,0 ,0
,0 ,0c c c

z z

x x
D D

u x u x
φ φ

ε ω
Ι ΙΙ

Ι ΙΙ

−
= − +

−
, (12) 

cω 是一个调整参数， 0D 代表施加的电位移， ( )12
0 0 8.85 10 F mc rε ε ε ε −= = × 是介电常数。另外在 x a>

的边界条件为： 

 ( ) ( ),0 ,0x xu x u xΙ ΙΙ= , ( ) ( ),0 ,0z zu x u xΙ ΙΙ= , (13) 

 ( ) ( ),0 ,0x xφ φΙ ΙΙ= , ( ) ( ),0 ,0z zD x D xΙ ΙΙ= , (14) 

 ( ) ( ),0 ,0xz xzx xσ σΙ ΙΙ= , ( ) ( ),0 ,0zz zzx xσ σΙ ΙΙ= , (15) 

而在压电带型表面的边界条件为： 

 ( ) ( ) 0, ,zz zzx h x hσ σ σΙ ΙΙ
Ι ΙΙ= − = ,  (16) 
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 ( ) ( ) 0, ,z zE x h E x h EΙ ΙΙ
Ι ΙΙ= − = ,  (17) 

考虑压电带型表面有自由剪应力时，有 

 ( ) ( ), , 0xz xzx h x hσ σΙ ΙΙ
Ι ΙΙ= − = ,  (18) 

而根据文献[7]，假定压电层表面沿 x 方向的法向应力为零，可得 

 ( ) ( ), , 0xx xxx h x hσ σΙ ΙΙ
Ι ΙΙ= − = ,   (19) 

根据文献[4]的研究表明自由剪应力条件(23)是可行的，不需要自由法向应力条件(24)。然而，文献[13]
表明，压电带型表面的自由法向应力条件与实际情况很接近。在本文中，分别以边界条件(23)和(24)来计

算压电带型裂纹尖端的电弹性场，并且与文献[9]实验结果进行比较。 

3. 求解过程 

3.1. 电弹性场的求解 

这里我们主要求解的是由机电荷载引起的电弹性场。利用傅里叶变换，微分方程(6)~(8)的解可以表

示成如下形式 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

00
1

, cosh sinh sin dj j j j j
x i i i i

i
u x z A z B z x C xξ δ α ξ ξ δ α ξ ξ ξ

∞

=

 = − + − + ∑∫ ,  (20) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

3 10
1

, sinh cosh cos dj j j j j j
z i i i i i i

i
u x z A z B z x C zη α δ ξ δ α ξ ξ δ α ξ ξ ξ

∞

=

 = − + − + ∑∫ ,  (21) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

4 20
1

, sinh cosh cos djG j j j j j
i i i i i i

i
x z A z B z x C zφ η α δ ξ δ α ξ ξ δ α ξ ξ ξ

∞

=

 = − + − + ∑∫ ,  (22) 

其中 ( )j
iA ξ 和 ( )j

iB ξ 是待求解的未知函数， 1δ Ι = 以及 1δ ΙΙ = 。常数 iα ， 3iη 和 4iη 将在附录 A 中给出。另

外 0C ， 1C 和 2C 可由边界条件确定。 

将上述微分方程的解(20)~(22)带入到本构方程(1)~(5)，应力和电位移的表达式可以写成 

 

( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
03

1 0
1

2

11 13 31 0

13 33 33 1

31 33 33 2

,
, cosh sinh cos d
,

,

j
xx i
j j j j j

zz i i i i i
ij

z i

x z
x z A z B z x

D x z

c c e C
c c e C
e e C

σ γ
σ γ ξ ξ δ α ξ ξ δ α ξ ξ ξ

γ

ε

∞

=

   
     = − + −     
     

   
   +    
   −   

∑ ∫
  (23) 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
3

0
1 4

,
sinh cosh sin d

,

j
ixz j j j j j

i i i ij
i ix

x z
A z B z x

D x z
γσ

δ ξ ξ δ α ξ ξ δ α ξ ξ ξ
γ

∞

=

     = − + −         
∑ ∫ ,  (24) 

其中常数 ijγ 在附录 A 中给出。 
为确定未知函数 ( )j

iA ξ 和 ( )j
iB ξ ，引进辅助函数 ( )i xΦ ( )1,2,3i = 如下： 

 
( )
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1

2

3

,0 ,0
,0 ,0
,0 ,0

x x

z z

x u x u x
x u x u x

x
x x xφ φ

Ι ΙΙ

Ι ΙΙ

Ι ΙΙ

 Φ − 
∂   Φ = −   ∂   Φ −   

,  (25) 

结合边界条件(13)~(14)并且运用傅里叶逆变换可得 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
3

10
1

2 cos d
a

i i
i

A A s s sξ ξ ξ
πξ

Ι ΙΙ

=

 − = Φ ∑ ∫ ,  (26) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
3

3 20
1

2 sin d
a

i i i i
i

B B s s sη α ξ ξ ξ
πξ

Ι ΙΙ

=

 + = − Φ ∑ ∫ ,  (27) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
3

4 30
1

2 sin d
a

i i i i
i

B B s s sη α ξ ξ ξ
πξ

Ι ΙΙ

=

 + = − Φ ∑ ∫ ,  (28) 

另外不难得出电场 ( ),j
zE x z 的表达式如下： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

2
4 20

1
, cosh sinh cos dj j j j j

z i i i i i i
i

E x z A z B z x Cη α ξ ξ δ α ξ ξ δ α ξ ξ ξ
∞

=

 = − + − − ∑∫  

利用条件(17)有 2 0C E= − 以及 

 ( ) ( ) ( ) ( )
3

2
4

1
cosh sinh 0j j

i i i i j i i j
i

A h B hη α ξ α ξ ξ α ξ
=

 − + − = ∑ ,  (29) 

显然条件利用条件(16)和(18)不能求出 0C 和 1C ，此时 0C 和 1C 取与由条件(16)和(19)求出的值相同，即 

 
( )11 0 33 31 13 33 0

0 2
11 33 13

c c e c e E
C

c c c
σ− + −

=
−

, 
( )11 0 11 33 13 31 0

1 2
11 33 13

c c e c e E
C

c c c
σ + −

=
−

, 

并且有 

 
2 2

11 33 13 31 33 31 11 33 13 33 31
0 0 33 02 2

11 33 13 11 33 13

2c e c e c e c e c e e
D E

c c c c c c
σ ε

 − + −
= + + 

− − 
, 

根据条件(16)有 

 ( ) ( ) ( ) ( )
3

1
1

cosh sinh 0j j
i i i j i i j

i
A h B hγ ξ α ξ ξ α ξ

=

 − + − = ∑ ,  (30) 

为方便进行比较，分两类情形分析，根据式(18)和(23)有 

 情形 I： ( ) ( ) ( ) ( )
3

3
1

sinh cosh 0j j
i i i j i i j

i
A h B hγ ξ α ξ ξ α ξ

=

 − + − = ∑ ，  (31) 

由式(19)和(22)可得 

 情形 II： ( ) ( ) ( ) ( )
3

0
1

cosh sinh 0j j
i i i j i i j

i
A h B hγ ξ α ξ ξ α ξ

=

 − + − = ∑ ，  (32) 

另外根据边界条件(9)~(11)以及(13)~(15)可以得到 

 ( ) ( )
3

1
1

0i i i
i

A Aγ ξ ξΙ ΙΙ

=

 − = ∑ ,  (33) 

 ( ) ( )
3

2
1

0i i i
i

A Aγ ξ ξΙ ΙΙ

=

 − = ∑ ,  (34) 

 ( ) ( )
3

3
1

0i i i
i

A Aγ ξ ξΙ ΙΙ

=

 − = ∑ ,  (35) 

综合式(26)~(28)和(30)~(35)，未知函数 ( )j
iA ξ 和 ( )j

iB ξ 可以表示为 
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 ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

10

20

12 12
30

2 cos d

2 sin d

2 sin d

0

0

a

a

aij

s s s

s s s

b
s s s

ξ
πξ

ξ
πξ

ξ
ξ

πξ
×

 Φ 
 
 − Φ
 
  Π =    − Φ
 
 
 
 
 

∫

∫

∫



,  (36) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

1 2 3 1 2 3A A A B B Bξ ξ ξ ξ ξ ξΙ Ι ΙΙ Ι Ι ΙΙ Π =    。为节省空间，系数矩阵 ( )
12 12ijb ξ
×

  
省略。 

另外利用式(13)~(15)结合(36)有 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3

1 1 10 0
1

3

00 0
2

2 d cos cos d

d sin cos d ,

a
i i

i

a
j ij

j

s s b s x

s s b s x

γ ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ σ

∞

=

∞

=

 Φ


− Φ = −



∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫
  (37) 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3

2 1 10 0
1

3

00 0
2

2 d cos cos d

d sin cos d ,

a
i i

i

a
j ij c

j

s s b s x

s s b s x D D

γ ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ

∞

=

∞

=

 Φ


− Φ = − −



∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫
  (38) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3

3 1 6 10 0
1

3

60 0
2

2 d cos sins d

d sin cos d 0.

a
i i

i

a
j i j

j

s s b s x

s s b s x

γ ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ

∞

+
=

∞

+
=

 Φ


− Φ =



∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫
  (39) 

令 ( )
3

1
lim ki ij kj

i
b x

ξ
γ ξ

→∞ =

=∑ ( )1, 2; 2,3k j= = ， ( ) ( ) ( )
3

6
1

lim 3, 1ki kji j
i

b x k j
ξ

γ ξ+→∞ =

= = =∑ ，以及引进变量变换 

 x ax= , s as= , ( ) ( )
21

i
i

s
s

s

Φ
Φ =

−
, 1, 2,3i = , 

并且利用已知结果： 

 ( ) ( )
0

1 12 sin cos ds x
s x s x

ξ ξ ξ
∞

= +
− +∫ ， 

则式(37)~(39)重新改写为 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 11 212
11 121 12 2

1 313
13 01 2

1 1, d , d
1 1

1 , d ,
1

s sxs x s s x s
s xs s

sx
s x s

s x s

κ κ
π π

κ σ
π

− −

−

Φ Φ − + − − −
Φ − + = − −  −

∫ ∫

∫
  (40) 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 11 222
21 221 12 2

1 323
23 01 2

1 1, d , d
1 1

1 , d ,
1

c

s sxs x s s x s
s xs s

sx
s x s D D

s x s

κ κ
π π

κ
π

− −

−

Φ Φ − + − − −
Φ − + = − − −  −

∫ ∫

∫
  (41) 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 11 231
31 321 12 2

1 3
331 2

1 1, d , d
1 1

1 , d 0.
1

s sx
s x s s x s

s x s s
s

s x s
s

κ κ
π π

κ
π

− −

−

Φ Φ + − −  − −
Φ

− =
−

∫ ∫

∫
  (42) 

其中函数 ( )( ), , 1, 2,3ij s x i jκ = 在附录 A 中给出。此外考虑到还要满足约束条件 

 ( ) ( )1

1 2
d d 0

1

a i
ia

s
s s s

s− −

Φ
Φ = =

−
∫ ∫ , ( )1,2,3i = .  (43) 

众所周知奇异积分方程有很多种数值解法，这里我们运用 Lobatto-Chebyshev 配置法，可得到以下代

数方程组： 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

12
11 1 12 2

0 0

13
13 3 0

0

1 1, ,

1 , ,

n n

l l m l l l m l
l l l m

n

l l m l
l l m

xs x s s x s
n n s x

x
s x s

n s x

λ κ λ κ

λ κ σ

= =

=

 
Φ − + Φ − 

 
− + Φ = − − 

∑ ∑

∑
  (44) 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22
21 1 22 2

0 0

23
23 3 0

0

1 1, ,

1 , ,

n n

l l m l l l m l
l l l m

n

l l m l c
l l m

xs x s s x s
n n s x

x
s x s D D

n s x

λ κ λ κ

λ κ

= =

=

 
Φ − + Φ − 

 
− + Φ = − − − 

∑ ∑

∑
  (45) 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

31
31 1 32 2

0 0

33 3
0

1 1, ,

1 , 0,

n n

l l m l l l m l
l lm l

n

l l m l
l

x
s x s s x s

n x s n

s x s
n

λ κ λ κ

λ κ

= =

=

 
+ Φ − Φ − 

− Φ =

∑ ∑

∑
  (46) 

 ( )
0

0
n

l i l
l

sλ
=

Φ =∑ ,  (47) 

其中 

 ( ) ( )cos 2 1 2x m nπ= −   , 1, 2, ,m n=  ,  

 ( )cosls l nπ= , 0,1, ,l n=  ,  

 0 1 2nλ λ= = , 1 1 1nλ λ −= = = .

 显然要求解代数方程组(44)~(47)，应该先确定未知量 cD 。一旦 cD 已知，机电荷载作用下的电弹性场

也就确定了。 

3.2. 电场强度因子 

在确定电场强度因子前，首先求出 cD ，根据式(25)有 

 ( ) ( ) ( )1 2

2
,0 ,0 d

1
z z x

s
u x u x a s

s
Ι ΙΙ Φ

− = −
−

∫ , 1x < ,  (48) 

 ( ) ( ) ( )1 3

2
,0 ,0 d

1x

s
x x a s

s
φ φΙ ΙΙ Φ

− = −
−

∫ , 1x < .  (49) 
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另外再结合式(12)可得 

 ( ) ( ) ( )
2 2

0 2 3
0 0

0
n n

c c l l c l l
l l

D D s sω λ ε λ
= =

− Φ + Φ =∑ ∑ ,  (50) 

显然式(44)~(47)和(50)组成一个非线性代数方程组。为了方便，将式(44)~(47)改写为 
 ( ) ( )3 3 3 3n nC Y S+ × + ⋅ = , 

或者 

 ( ) ( )
1

3 3 3 3n nY C S−
+ × += ⋅ ,  (51) 

其中 ( ) ( )3 3 3 3n nC + × + 是系数矩阵，向量Y 和 S 表达式如下： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) T
1 0 1 2 0 2 3 0 3, , , , , , , ,n n nY s s s s s s = Φ Φ Φ Φ Φ Φ    , 

 
T

0 0 0 0
3

, , , , , ,0, ,0c c

nn n

S D D D Dσ σ
+

 
 = − − − + − +
  

  



 

, 

将式(51)带入到(50)可得 

 ( ) ( )
1

3 3 3 3 0n nD C S−
+ × +⋅ ⋅ = ,  (52) 

其中 

 ( ) ( )0 0 0 2 0 2
1 2 21 2 1 2

0, ,0, , , ,0, ,0, , , ,0, ,0c c c c n c c n
n n nn n

D D D D Dω λ ω λ ε λ ε λ
+ + +

 
 = − −
 
 

    

  

 

. 

由此可知，一旦式(52)被求解出来，未知量 cD 也就确定下来了，再将已知的 cD 带入到式(51)，这样

向量Y 也确定了。 
根据前面的分析，不难得到下面式子 

 ( ) ( )
( )

( )
( )

( )1 12 31312
1 12 2

,0 d d 1
1 1

xz

s sxxx s s
s x s s x s

σ
π π

Ι

− −

Φ Φ
= − − +Ο

− − − −
∫ ∫ , 

 ( ) ( )
( )

( )
( )

( )1 12 32322
1 12 2

,0 d d 1
1 1

z

s sxxD x s s
s x s s x sπ π

Ι

− −

Φ Φ
= − − +Ο

− − − −
∫ ∫ , 

 ( ) ( )
( )

( )1 131
1 2

,0 d 1
1

xz

sx
x s

s x s
σ

π
Ι

−

Φ
= +Ο

− −
∫ . 

这样我们就可以得到应力强度因子和电位移强度因子如 

 ( ) ( ) ( ) ( )12 2 13 3lim 2 ,0 1 1zz
x a

K x a x x x aπ σ π
+

Ι
Ι

→
 = − = Φ + Φ  , 

 ( ) ( ) ( ) ( )22 2 23 3lim 2 ,0 1 1D zz
x a

K x a D x x x aπ π
+

Ι

→
 = − = Φ + Φ  , 

 ( ) ( ) ( )31 1lim 2 ,0 1xz
x a

K x a x x aπ σ π
+

Ι
ΙΙ

→
= − = Φ . 

另一方面，根据式(25)可得裂纹张开位移强度因子以及电位强度因子 
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( )

( ) ( ) ( )2,0 ,0 1
lim

2 2 2
z z

COD
x a

u x u x
K a

a x
π π

−

Ι ΙΙ

→

− Φ
= = −

−
,  (53) 

 
( )

( ) ( ) ( )3,0 ,0 1
lim

2 2 2x a

x x
K a

a xφ

φ φπ π
−

Ι ΙΙ

→

− Φ
= = −

−
.  (54) 

4. 数值实例分析 

现在我们通过数值实例来分析压电带型在机电荷载作用下，两种情形边界条件的电弹性场，选取的

压电材料参数数据如下表 1 所示： 
 

Table 1. Material constants of a piezoelectric solid 
表 1. 压电固体的材料参数 

11c  13c  33c  44c  31e  33e  15e  11ε  33ε  

106.08 49.32 79.67 23.26 −17.6708 19.9165 20.8140 234.1 159.5 

单位：弹性常数(GPa)；压电常数(C/m2)；介电常数(×10−10 C/V m)。 
 

利用上面的数据，通过数值计算有 

 10
12 1.7315 10x = − × , 13 22 0.80793x x= = − , 

 8
23 1.4794 10x −= × , 10

31 2.5009 10x = − × . 

首先，讨论在两种情形边界条件下，裂纹内的介电常数对电位移的影响，如图 2 所示。从图中我们

可以知道，随着 rε 地增加，电位移 cD 也增加，这与文献[7]中的结论是一致的。另一方面，通过对情形 I
和情形 II 的比较，发现两种边界条件下的结果存在明显差异。为进一步分析这种差异，我们研究裂纹上

的电势差并与文献[11]中的结论相比较。图 3 展示了在情形 I 和情形 II 的边界条件下，归一化后的电位强

度因子随介电常数的变化趋势。由图可知，对任意 rε ，归一化后的电位强度因子都是小于 0 的，这个实

验现象与文献[2]相符合。另外，当 rε 不断增大时， 0K E aφ π 的绝对值减小，这意味着随着裂纹内部渗

透性的增加，裂纹上下表面电势差在减小。 
根据文献[9]的实验结果可知，当 40rε = 时，弹性位移差和电势差如下 

 [ ] [ ]nm 32.30 mzu r∆ = µ , [ ] [ ]V 0.37 mrφ∆ = − µ ,  (55) 

其中 r 表示到裂纹尖端的距离。根据式(53)和(54)，裂纹尖端处弹性位移差和电势差可近似表示为 

 ( ) ( ) ( )2,0 ,0 2 1z zu x u x a rΙ ΙΙ− ≈ − Φ ,  (56) 

 ( ) ( ) ( )3,0 ,0 2 1x x a rφ φΙ ΙΙ− ≈ − Φ ,  (57) 

其中有 r a 成立。类似文献[7]中的方法，取 40rε = 时，根据(55)~(57)当 ( )2 1 0.002283955Φ = − ，则情形

I 对应有 0 28.1 MPaσ = ，情形 II 对应有 0 32.5 MPaσ = 。 
而电势差通过计算有： 
情形 I： ( ) ( ) [ ],0 ,0 0.6849 mx x rφ φΙ ΙΙ− = − µ ， 

情形 II： ( ) ( ) [ ],0 ,0 0.3449 mx x rφ φΙ ΙΙ− = − µ 。 

根据上面的结果可知，由情形 I 得出数值结果与文献[14]中的结论有很大的偏差，而由情形 II 得出的 
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Figure 2. The variations of cD  versus rε  for 0 1.15 KV cmE = , 0 10 MPaσ = , 100 130a h =  and 0cω =  under 
Case I Case II, respectively 
图 2. 电位移 cD 随 rε 在情形 I 和情形 II 以及 0 1.15 KV cmE = ， 0 10 MPaσ = ， 100 130a h = 和 0cω = 的变化趋势 

 

 

Figure 3. The variations of 0K E aφ π  versus rε  for 0 1.15 KV cmE = , 0 10 MPaσ = , 100 130a h =  and 0cω =  
under Case I Case II, respectively 
图 3. 0K E aφ π 随 rε 在情形 I 和情形 II 以及 0 1.15 KV cmE = ， 0 10 MPaσ = ， 100 130a h = 和 0cω = 的变化趋势 

 
结果与文献[14]相符合。上述实验结果表明，在压电带型表面自由法向应力条件下，可以近似模拟实际

情况。 
在提出的扩展介质裂纹模型中，主要是引进了调节参数 cω ，可以用来调整实验结果与理论观测结果

之间的差异。如图 4 中展示了当 cω 取−0.1，0，0.1 时， 0K E aφ π 随 rε 以及 cω 的变化情况。由图可知，

固定 rε 的值， cω 的增大会导致 0K E aφ π 增大，这就起到了一个调整作用。 
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Figure 4. The variations of 0K E aφ π  versus rε  for 0 1.15 KV cmE = , 0 10 MPaσ = , 100 130a h =  and  

0.1,0,0.1cω = −  under Case I Case II, respectively 

图 4. 情形 II 中 0K E aφ π 随 rε 在 0 1.15 KV cmE = ， 0 10 MPaσ = ， 100 130a h = 以及 0.1,0,0.1cω = − 的变化趋势 

5. 结论 

本研究中，在施加有机电荷载作用下，讨论了一种具有 Griffith 裂纹的压电带型的问题。基于压电材

料裂纹条的实验观测，讨论了两类边界条件下的实验现象。结论表明了自由法向应力边界条件近似模拟

实际情况是可行的并且数值结果也表明了该模型的适用性。 
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附录 A 

( )1,2,3j jα = 是以下特征方程的根： 

 
( ) ( )

( )
( )

2
11 44 13 44 31 15

2 2
13 44 33 44 33 15

2 2
31 15 33 15 11 33

0
c c c c e e
c c c c e e
e e e e

α α α
α α α
α α ε ε α

− − + − +
− + − − =
− + − −

. 

常数 3 jη 和 4 jη 通过下式求得： 

 

( ) ( )
2 11

44 13 44 3 31 15 4

13 44 44 3 15 4

33 3 33 4

31 15 15 3 11 4

33 3 33 4

.

j
j j

j j

j j

j j

j j

c
c c c e e
c c c e

c e
e e e

e

α
η η

η η
η η

η ε η
η ε η

=
+ + + +
+ + +

=
+

+ + −
=

−

 

常数 ( )0,1,2,3,4kj kγ = 表示如下： 

 ( ) 2
0 11 33 3 31 4j j j jc c eγ η η α= − + , 

 ( ) 2
1 13 33 3 31 4j j j jc c eγ η η α= − + , 

 ( ) 2
2 31 33 3 33 4j j j je eγ η ε η α= − − , 

 ( )3 44 3 15 41j j j jc eγ η η α = − + +  , 

 ( )4 15 3 11 41j j j jeγ η ε η α = − − +  . 

函数 ( )( ), , 1, 2,3ij s x i jκ = 表达式如下： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
3

11 1 10
1

, cos cos di i
i

s x a b as axκ γ ξ ξ ξ ξ
∞

=

= ∑∫ , 

 ( ) ( ) ( ) ( )
3

12 1 2 120
1

, sin cos di i
i

s x a b x as axκ γ ξ ξ ξ ξ
∞

=

 = −  
∑∫ , 

 ( ) ( ) ( ) ( )
3

13 1 3 130
1

, sin cos di i
i

s x a b x as axκ γ ξ ξ ξ ξ
∞

=

 = −  
∑∫ , 

 ( ) ( ) ( ) ( )
3

21 2 10
1

, cos cos di i
i

s x a b as axκ γ ξ ξ ξ ξ
∞

=

= ∑∫ , 

 ( ) ( ) ( ) ( )
3

22 2 2 220
1

, sin cos di i
i

s x a b x as axκ γ ξ ξ ξ ξ
∞

=

 = −  
∑∫ , 

 ( ) ( ) ( ) ( )
3

23 2 3 230
1

, sin cos di i
i

s x a b x as axκ γ ξ ξ ξ ξ
∞

=

 = −  
∑∫ , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

31 3 316 10
1

, cos sin di i
i

s x a b x as axκ γ ξ ξ ξ ξ
∞

+
=

 = −  
∑∫ , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

32 3 6 20
1

, sin sin di i
i
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