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摘  要 

文章基于抽象代数教学方面的实践，对抽象代数的教学内容的组织选取和具体讲授的安排进行了探索，

针对课程不同部分的内容分别给出了可行的方案，以满足在学时较少的条件下完成教学任务的需要。 
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Abstract 
Based on the author’s experience in teaching abstract algebra in recent years, this paper explores 
the organization and selection of teaching content and specific teaching arrangements of abstract 
algebra, and gives feasible plans for different parts of the course to meet the needs of completing 
teaching tasks under the condition of less class hours. 
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1. 引言 

抽象代数是大学数学系本科各专业的核心专业课之一，教授代数学中最基本的抽象结构及其理论，

担负着对数学系各专业本科生进行基本的代数训练的任务。通常情况下，该课程的内容包括基本的群论，

环论和域论，一般安排为周学时 4，计 64 课时。然而由于各种客观条件的限制，在多数学校，该课程只

能安排为周学时 3 (48 课时)甚至更少的学时。因此在教学中往往出现内容过多，时间紧张，教师教学组

织困难，学生学习效果不良的问题。目前已经有不少关于抽象代数课程的教学研究[1] [2] [3] [4]。在教学

实践中，通常采用的做法有：将排在后面的章节直接去掉(一般来说是去掉域论的部分甚至环论的一部分

内容) [5]；将一部分内容安排学生在课后自学等等[6]。在本文中，基于教学实践经验，我们对该课程的

内容选取和组织安排作了一定的探索，期望在课时较少的条件之下，也能够保证学生接受较为完整的训

练，建立起对抽象代数理论最基本的认识，掌握一些在理论和实践中均有重要意义的基本代数工具。下

面笔者对本课程的各部分基本内容分别进行讨论。 

2. 群论部分 

在本科的抽象代数课程中，群论部分具有特殊的意义，因为该部分学生第一次接触到抽象的由运算

性质作为公理定义的代数结构，通过该部分的教学，学生开始逐步熟悉代数结构的性质和研究方法(子结

构，商结构，生成，同态，同构，同态基本定理等等)，这些不只限于群的范围，对之后的其他代数结构

的学习也具有重要的意义。通常本部分在教学中所占的学时数非常大，一般在 30 学时以上，对于一门

48 学时(甚至更少)的课程，这已经占据了课程的大部分时间，使得环论和域论只剩下十几学时的时间，

已经基本不能进行较为完整训练了。为了解决这个问题，我们作如下的安排： 

2.1. 精简有限群论结构分析的内容 

本简有限群的结构分析的内容：在本科课程中，群论部分一般限于有限群的理论。通常来讲，该部

分以有限群结构分析的一些内容作为重难点，包括简单的构造理论(直积，半直积)，Sylow 定理，小阶群

的结构分析，有限生成 Abel 群的结构等等。在教学实践中，我们发现对这些内容作适当的精简更符合少

学时状况下本课程教学的实际需要。主要有以下几个原因： 
第一，群论部分中教授有限群结构理论的主要目的是通过有限群的结构理论对代数结构研究的理论

框架和一般方法建立认识，而掌握有限群结构的特殊理论是第二位的。在学时较少的情况下，应当先完

成主要的目标，因此，那些专属于有限群特有的结构理论，对于一般代数结构的认识没有直接指导意义，

在这种情况下应当精简。 
第二，从教学实践表明，在一个合理的课时范围内(约 22 学时，总学时数的一半)是不能够有效地完

成这些内容的教学的，而将这些内容进行充分的讲授(至少 10 课时)，将使得群论部分占据 30 课时以上。

这会使本课程的大部分内容进入有限群论的范围，从而使得本课程脱离其主要目标。 
第三，这些内容的难度较大，与基本理论的难度脱节，比如 Sylow 定理的证明，其所使用的群在集

合上作用的技巧超过一般学生所能掌握的基本技术，其难度可能更加适合作为研究生课程的内容。有些

内容的技巧较为复杂而缺乏一般性的意义，比如 5 阶以上交错群单性的证明。这些难度较大的内容学生
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很难有效掌握，而不能掌握内容则会反过来挫伤学生进一步学习的积极性，从而对整个课程的学习产生

负面影响。 

2.2. 以群在集合上的作用为主线 

在群论部分乃至整个抽象代数课程教学中，一个突出的难点是学生缺乏对抽象代数结构的具体认识，

这会使得学生最终学到的只是一些形式的概念和教条，既不能理解其本质，更无法在实践中运用。然而

这种认识不能够从抽象定义的概念中获得，必须给出代数结构的具体形象。因此，我们应当把群的具体

表示方法作为主线，也就是群在集合上的作用。为此，我们突出两个重点，一是群在有限集上的作用，

二是群在对称图形上的作用。 
群在有限集上的作用把有限群表示为置换群的子群，这是有限群论研究的重要工具，有限群结构中

的许多重要结论是依靠群在集合上的作用来得出的；同时它还是有限群论在域应用的主要途径之一，比

如组合计数，代数图论等等。在教学中，我们以群在有限集上的作用为主线，把很多分散的内容串联起

来。比如我们以子群在大群上平移作用的轨道来给出陪集，以一个置换生成的循环群在集合上的作用给

出置换的轮换分解，以群在有限集上的作用所给出的群到置换群的同态作为同态理论中的主要例子等等。 
与通常的做法相比，这样的安排有如下的优势：首先这能够降低学生理解数学对象的困难。群在集

合上的作用使得群有了具体的形象，从抽象的元素变成了置换或者变换。在这种具体的条件之下，群作

用的一系列概念和理论可以较为直观地理解，相比于抽象结构理论更容易为学生所接受。而当学生对群

作用熟悉之后，能够比较容易地把相应的概念和理论迁移到群结构的分析上，这样就降低了学生理解抽

象结构的难度。比如陪集的概念往往出现在群论部分的早期，在那时，这个概念属于较为困难的概念，

在现在的处理方式之下，学生对群在集合上的作用有了一定的认识后，陪集可以理解为轨道，陪集的一

些性质也可以从轨道的一般性质给出，理解这个概念的难度就降低了。其次，这样的处理方式也使得内

容组织变得更加紧凑。通过把一些群结构理论的内容转变为群作用理论的例子，减少了一些不必要的重

复，而且使得作为中心的群作用理论有更加充足的时间和材料进行训练，这使得基本内容的安排重点更

加突出。 
同时我们更加强调群在对称图形上的作用，也就是把一些群表示为某些具有对称性的几何图形上的

对称操作。我们认为这个内容的重要性体现在两点：其一，对称操作把群中的元素实现为二维或者三维

空间中的正交变换，也就是给出了群的某种线性表示，而表示理论则是现代数学的核心内容之一。当然，

在本科生课程中系统地介绍有限群的表示理论是不现实的，但是群在对称图形上的作用则给出了学生对

于表示最初步和直观的认知。其二，群在对称图形上的作用体现了群是描述客观物质世界中对称现象的

数学工具，比如晶体学中的点群与空间群，它们成为固体物理和量子化学中最为重要的数学工具之一，

这也是有限群的理论在实践中最为重要的应用。在教学中，我们把这个内容放在比通常的安排更加重要

的地位，我们把本课程中所给出的主要的具体有限群都以这种 方式表示出来，并且尽可能地使用这种方

式来阐明一些构造(比如一些同态和子群的构造)。 
教学实践表明，这样的安排有一定的优势：首先，对称图形(如正多边形，正多面体等)作为学生在中

学时期就已经熟悉而且充分直观的数学对象，相比于抽象的结构和公理，更加容易引起学生的兴趣，旋

转、反射这种学生中小学时期就已经熟悉的操作，比置换甚至是抽象的元素更容易为学生所接受；其次，

对称图形直观的特点大大降低了学生理解一些抽象构造的难度，因为在这种情况下，群的抽象性质往往

具有更加直观的表现形式。比如，我们把四阶对称群实现为正四面体上的对称操作，那么四阶交错群就

由这些对称操作中的旋转给出，相比于通常通过置换的奇偶性来定义交错群的做法，这样给出四阶交错

群的方式使得学生理解起来更加直观易懂。此外，群在群在对称图形上的作用可以与群在有限集上的作
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用结合起来，为群在有限集上的作用提供了大量有意义的例子，丰富了群作用理论的训练材料，而且使

得学生对代数图论形成了一定的初步认识。比如对于正多边形的对称操作构成的群(也即二面体群)，考察

这个群在图形的顶点(或者边)构成的集合上的作用，就可以把这些对称操作实现为置换。通过不同的表现

形式，可以让学生更加深刻地理解二面体群的结构和性质。 

2.3. 强调与前置课程中的数学对象的联系 

抽象代数以抽象的代数结构及其性质作为基本内容，为了使得学生能够更好地理解抽象定义的各种

概念，往往需要通过具体的例子来加以阐释。但是，在教学实践中，我们发现，经常作为具体例子的有

限群，学生也并不能很好地理解，更不用说通过这些例子来理解抽象的概念。这是因为虽然从理论上讲，

小阶的有限群结构简单，但是学生是从本课程开始才接触到这些数学对象的，因此对这些对象熟悉程度

不够。因此，在教学中，我们尽可能使用学生在前置课程(如线性代数)中已经熟悉的数学对象。比如我们

在讲授群作用的轨道和代表元时，以对称矩阵的相合等价类和相合标准型作为基本的例子；在讲授群的

生成时，以可逆矩阵可以表为初等矩阵的乘积(也就是初等矩阵是一般线性群的一组生成元)作为基本例

子。虽然相比于通常使用更多的有限群的例子，这些例子所包含的数学内容更加复杂，但是由于学生在

前置课程中对这些数学对象以及相关理论已经充分熟悉，因此反而更加容易为学生所接受，从而能够使

学生更加高效地理解抽象概念的本质。 

3. 环论与域论部分 

在本科抽象代数课程中，环论与域论主要限制在交换环的范围内。在群论部分经过合理的组织后，

环论与域论部分可以有 22 课时左右的教学时间，为我们充分讲授这部分内容打下了基础。与之前群论部

分不同，学生在学习这部分内容时，对代数结构研究的理论框架和基本方法已经有了一定的认识，相当

多的基本理论可以从群的基本理论中类比而来，比如：子环和子群，商环和商群，理想和正规子群，形

式上非常类似的同态基本定理等等。另外，在环论与域论的部分，学生已经较为熟悉的例子(整数环，有

理数域，实数域，复数域，多项式环)较之群论的部分更加丰富，特别地，课程中许多抽象理论的本质在

这些具体的例子上已经表现出来。基于这样的特点，我们对该部分内容作如下的安排： 

3.1. 突出理想的核心地位 

从历史来讲，交换环的理论由整数和多项式的理论发展而来，在这个过程中，研究的核心对象经历

了一个变化过程：从元素及其性质的研究发展到理想及其性质的研究。然而在通常的安排中，理想的地

位被削弱了。这是因为构成本科抽象代数的环论部分主要内容的一些理论(唯一因子分解整环的理论)，而

这些理论从本质来看在古典时期早已出现了，因此在通常的教学中，这部分理论仍以元素性质的分析作

为主线。这使得对理想及相关理论的教学只是停留在定义、简单的性质和例子，从而实际上被放在了从

属的地位。为此，在教学中，我们对内容重新进行了组织，在环论部分教学的早期就从元素过渡到理想，

并且从学生熟悉的数学对象(整数环)出发，将元素的各种性质转化为相应理想的性质，使学生尽早建立其

对理想的基本认识。 
由此，我们自然地从具有特殊性质的元素(素数)引入素理想、极大理想等重要概念，并且给出特殊的

理想与商环性质之间的联系，将此作为环论部分中理想理论的中心结论(需要指出的是在通常的安排下，

这些概念在课时不足的情况下往往会被放弃掉)。在此基础上，我们从理想的角度来阐释唯一因子分解分

解整环的理论：我们把因子分解的存在性转化为理想的链条件，把元素的素性和不可约性分别和与相应

主理想的素性和极大性联系起来，这样把因子分解唯一性转化为理想性质的讨论。 
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这样的安排具有一定的优势。首先，理想抓住了唯一因子分解整环理论中整除性理论的本质，使得

学生对理论的理解更为深刻，而且在学生建立了对理想的基本认识之后，这样的方式反而降低了学生理

解理论的难度，因为理想之间的关系往往比元素之间的关系表现得更为简单，比如理想的包含与元素的

整除，理想的相等与元素的相伴等。其次，唯一因子分解整环的理论是环论部分的核心内容，如果将这

部分内容的讲授与理想理论脱离开的话，会使得环论部分的整个内容冗长而且破碎。在这样的安排下，

我们既完成了唯一因子分解整环理论的教授，同时利用该理论成为学生理解理想的理论与方法的训练材

料，起到了一举两得的效果，而且也使得整个教学内容的组织更加紧凑连贯，在保证学生掌握充分的情

况下有效地减少了学时。 

3.2. 对域扩张理论的精简 

通常本课程的域论部分的主要内容是域扩张理论，包含单扩张，代数扩张的基本理论，分裂域，正

规扩张，可分扩张等。在教学实践中，我们发现，在有限的学时下，事实上只能保证学生掌握扩张的基

本理论，也就是单扩张，有限扩张次数定理，有限扩张与代数扩张的联系等内容，并且通过具体的例子

帮助学生掌握理论。如果增加更多内容，则需要压缩通过具体例子进行训练的时间，从而使得基本理论

的掌握也出现欠缺。另外分裂域，正规扩张，可分扩张等内容的主要目的是为域的 Galois 理论做准备，

而在少学时的情况下，是无论如何不可能做到向学生充分讲授 Galois 理论的。在这种情况下，在课程中

讲授上述内容的意义大为降低。因此我们将这些内容作适当精简，集中力量保证学生能够掌握域论的基

本内容和重要的例子。 

3.3. 对有限域理论的处理 

有限域是本科抽象代数课程中最为现代化的一部分内容，而且作为代数编码理论和密码学的重要数

学基础之一，有限域提供了本课程的内容在实践中最重要的应用，因此应当在课程中占有一定的地位。

在通常的安排下，学时不足时，这部分内容是最先被放弃掉的。但在教学实践中发现，通过之前在教学

内容上良好的选取与组织，可以为讲授该内容剩下足够的时间(6 课时以上)。通过已经讲授过的域扩张基

本理论和有限群的基本理论，完全可以把有限域基本的结构与理论建立起来，包括元素计数，乘法群结

构，单扩张结构，结构唯一性，子域与自同构等等。在教学中，我们不刻意去增加理论的深度，而且特

别注意向学生展示理论在具体的有限域上的表现。实践证明，在准备充分的情况下，通过讲授，学生能

够处理的有限域(比如四元域，八元域，九元域)，能够根据所学理论给出这些有限域的元素，能够较为熟

练地进行运算，并且能够以这些有限群为例初步理解有限域理论中的一些重要结果，基本上可以满足学

生学习代数编码理论的初步需求。在此基础上，程度较好的学生能够自主完成 16 元域甚至 32 元域的计

算，能够分析其子域以及自同构。 

4. 结语 

我们曾经在大三数学系的抽象代数课程的教学中按照本文所述组织教学。该课程周学时 3，共计 48
学时。群论部分讲授时长 21 学时，环论与域论部分(包含有限域)讲授时长 22 学时，甚至还留下一部分时

间用于讲授有限域在代数编码中的应用。达到了教学目的，学生评价良好，对于群论部分，学生实际学

习的效果与通常状况下使用 32 课时讲授的效果大致相当，对于环论和域论部分，学生对内容掌握的广度

和深度均超过通常状况下只使用 14 学时的情形。 
这里特别需要指出，我们这里的组织安排主要适应于少学时的情形(48 课时及以下)。对于学时数充

足或者学生的背景较强的情况，应当提供更多的材料进行更为充分的训练。我们这里对于内容的选取和

组织并不一定适用。 
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