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摘  要 

随着教育信息化的迅猛发展，新一代的教师在充分运用各种多媒体教学资源的同时，也不得不面对时代

所带来的挑战。在数学教育领域，信息技术与数学学科教学的紧密结合能够创造出一种富有创新性的教

学环境。运用信息化手段可以将数学知识变得更加形象、具体和动态，从而充分展示数形协同的过程。

本文探索基于GeoGebra软件对数学分析中抽象的概念进行可视化教学实践。 
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Abstract 
With the rapid development of educational informatization, the new generation of teachers have 
to face the challenges brought by the times while fully utilizing various multimedia teaching re-
sources. In the field of mathematics education, through the close integration of information tech-
nology and mathematics subject teaching, we can create an innovative teaching environment. By 
utilizing information technology, we can make mathematical knowledge more vivid, concrete, and 
dynamic, thus fully demonstrating the process of mathematical collaboration. This article explores 
the visual teaching practice for abstract concepts in mathematical analysis based on GeoGebra 
software. 
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1. 引言 

随着信息时代的到来，社会各领域都面临着新的挑战，与此同时，教育理念和教学模式也迎来了新

的发展机遇，而在数学教育领域中，信息技术与数学教学的有效结合，创造了一种新型的教学环境，这

种环境让学生在掌握课本知识的基础上，能够主动学习、深入思考和探索[1]。信息化技术的运用，使得

数学知识更加生动和直观，从而充分展示了数形结合的过程。这一一体化，既包括了课程内容与课堂教

学的技术与资源的整合，也包括了与数学教学、学习等各个层面的整合。 
数学分析是数学专业中一门至关重要的基础课程，其特性包括学习周期长、知识点众多、难度高以

及理论抽象等。该课程主要依靠象征性的语言来表达，它的形式化、象征性的特征，让一些学生感到枯

燥无味，很难激起他们的学习兴趣。但是，不能忽视数学分析在以后的学习中所起的作用，其严谨的思

维风格，在培养学生高级思维、提高问题解决能力方面起着至关重要的作用。然而，在教学活动中，如

果教师只使用传统的教学方法，比如手画图形，这样的静态图像可能不够生动直观，可能会减少学生的

参与感和兴趣。因此，教师应探索更具创新性和吸引力的教学策略，以提高学生对学习的兴趣，帮助他

们更深入地理解和掌握数学分析中的关键概念和技巧[2]。对此，在教学实践中我们需要借助可视化的方

法和信息技术的手段来展示数学分析的内容，让学生参与多媒体技术的实践，贴近学生的现实生活，体

验数理概念和运算逻辑从深奥到简洁、从抽象到具体、从静态到动态的过程，进而建立教师与学生合作

探究的教学模式，提高学生对数学分析的学习兴趣，使学生不断钻研知识、不断突破自己，实现从被动

学习到主动学习的转变[3]。 
GeoGebra 是一个自由开放的、集几何和代数为一体的动态教学软件，为教育领域带来了独特的教学

指导意义。这款软件在数学教学中具有极高的实用价值，能够帮助学生更直观地理解数学概念，提高学

习效果。现已有很多中学教师利用 GeoGebra 软件进行辅助教学，这不仅可以为师生提供了一个交互式实

验平台，从抽象与可见形式结合的视角进行教学实践，为理论和图形展示相结合的教学提供了强有力的

载体，还可以激发学生强烈的求知欲望、促进学习效果提升。 
借助集合几何与代数功能的动态数学软件 GeoGebra，为数学分析课程的理论与图形展示相结合提供

了强大的教学平台，改变传统的教学手段，静态的手绘图形向直观的动态演示的展示进行变换，可建立起

数与形的联系，得到数与形的有机结合，实现抽象与具体之间的转变，还有助于学生对数学分析中的一些

概念、定理的了解与掌握，有助于学生突破重点、难点，从而有效地提高教学效果，改变学生的学习方法。 

2. GeoGebra 软件在数学分析的教学设计 

2.1. GeoGebra 软件在函数极限定义的教学设计 

1) 函数极限定义 
函数极限定义( ε δ− 语言)的具体内容为设 f 为定义在 [ ), +a ∞ 上的函数，A 为定数。若对任给的( 0ε > )，
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存在正数 ( )M a≥ ，使得当 x M> 时，有 ( )f x A ε− < ，则称函数 f 当 x 趋于 +∞时以 A 为极限，记作 

( ) ( ) ( )lim   .
n

f x A f x A x
→∞

= → → +∞或  

2) 难点 
函数极限定义的难点在于对无穷增大、无限接近以及函数图象的理解，传统教学方式是教师利用静

态的展示图进行口述，这需要学生通过想象来理解概念，但在已经学习数列极限定义基础上，学生面对

简单已学的函数可通过画图辅助自己理解函数极限定义并计算函数的极限，但若面对复杂未学的函数，

学生很难通过自己画图来理解概念并计算，这时候动态的演示图比静态的展示图教学效果更好，会帮助

学生很快理解函数极限，自然而然形成函数极限的定义。 
与传统的静态展示相比，通过演示法和练习法等方法进行教学的效果更好，即利用 GeoGebra 软件进

行演示函数的动态极限，并在课后通过布置作业帮助学生多练习和观察其他函数的极限过程，以及思考

函数极限在其他学科的应用。 
3) 步骤 
在教学过程中，将 GeoGebra 软件与教科书中的例子有机地结合起来，是一种很好提高教学效果的方

法。以下是具体的实施步骤， 
① 命令区输入 

( )
2

2

5
1

xf x
x
−

=
−

； 

② 创建滑动条 a，区间为 0~100； 
③ 在命令区分别输入 ( ) ( )( ),  0 ,  0,  A a B f a= = ； 

④ 在命令区输入 ( ) ( ) 1p x f x= − ； 

⑤ 在命令区输入 ( )( )0,  C p a=  [4] (图 1)。 
 

 

Figure 1. Visualization effect diagram of the limit of function ( )
2

2

5
1

xf x
x
−

=
−

 

图 1. 函数 ( )
2

2

5
1

xf x
x
−

=
−

的极限可视化效果图 

 
4) 课时 
在教学过程中，可以让学生先观察函数 
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( )
2

2

5
1

xf x
x
−

=
−

 

的图象，再拖动滑动条 a，观察点 A、B 的移动趋势。学生可以直观发现，A 点表示 x 的变化，B 点表示

函数 ( )f x 的变化。随着滑动条的拖动，即表示当 x 无穷增大时，B 点越来越靠近(0, 1)，即函数 ( )f x 越

来越靠近 1 这个数。另外，在拖动滑动条的过程中，学生还观察到函数 ( )p x 所表示的点 C 的变化趋势，

随着 x 的无穷增大时，点 C 越来越靠近(0, 0)，表示 x 趋于无穷大时，函数 ( )p x 趋于 0 这个数。通过这种

直观、动态的图象展示，学生就很清晰知道 x 趋于无穷大时 ( )f x 的变化趋势以及函数 ( )f x 极限逼近的

过程，此时他们可以得出一个结论：随着 x 的无穷增大， ( )f x 越来越接近 1，再通过 GeoGebra 软件计

算函数的极限验证，我们可知 
2

2

5lim 1.
1x

x
x→∞

−
=

−
 

在授课过程中，为了让学生充分感受到无穷增大、无限接近的概念以及函数图象的直观展示，可以

再按照上面步骤，在命令区输入其他函数表达式，让学生观察随着 x 趋于无穷大或者 x 趋于某个数时其

他函数图象的趋势，例如 2x −→ 时 ( ) 24f x x= − 图象的趋势(图 2)。 
在这种动态演示的直观感受下，学生可以得出“随着 x 的无穷增大或者趋于某个数时，函数越来越

接近一个数”这一结论，自然而然他们就很容易形成函数极限的概念。 
 

 

Figure 2. Visualization effect diagram of the limit of function ( ) 24f x x= −  

图 2. 函数 ( ) 24f x x= − 的极限可视化效果图 
 
5) 课后 
课后，可以让学生结合相关作业，运用 GeoGebra 软件来演示和理解作业中的函数图象及极限计算。

这样做可以使学生更直观地掌握各种函数的图象和极限计算过程，从而深化对函数极限概念的理解，有

助于学生积累相关的知识和经验，为学生后面的课程学习奠定了基础。 
另外，还可以让学生课后研究利用 GeoGebra 软件在高中物理教学中关于函数极限的应用，如电源输

出功率 P出随外电阻R的变化情况，即根据GeoGebra软件上 P出对应的具体函数图象来观察随着R的变化，

P出的特殊值以及区域变化，进一步还可以研究电源内电阻 r 的功率 rP 、闭合电路的总功率 P、电源的效

率η随外电阻 R 的变化[5]。 
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2.2. GeoGebra 软件在二重积分上的教学设计 

2.2.1. 二重积分的概念 
1) 定义 
设 ( ),  f x y 是定义在可求面积的有界闭区域 D 上的函数。J 是一个确定的数，若对任给的正数 ε ，总

存在某个正数δ ，使对于 D 的任何分割 T，当它的细度 T δ< 时，属于 T 的所有积分和都有 

( )
1

,  
n

i i i
i

f Jξ η σ ε
=

∆ − <∑ ， 

则称 ( ),  f x y 在 D 上可积，数 J 称为函数 ( ),f x y 在 D 上的二重积分，记作 

( ), d
D

J f x y σ= ∫∫ ， 

其中 ( ),  f x y 称为二重积分的被积函数，x，y 称为积分变量，D 称为积分区域。 
2) 难点 
在二重积分定义的教学中，教师大多通过求解曲顶柱体的体积进行引入二重积分的概念，这一求解

过程的思想方法与定积分概念的引例类似，也是通过“分割、近似求和、取极限”这三个步骤得到，所

不同的是定积分概念是在二维图形上讨论，但二重积分概念是在三维图形上讨论，这就需要学生想象过

程。这源于二重积分的几何意义，即曲顶柱体的体积计算，具体过程如下：首先，将曲顶柱体的底部区

域分割成若干个小区域；然后，在每个小区域上，用平顶的柱体来近似替代曲顶柱体；接着，计算这些

平顶柱体的体积；最后，对所有小平顶柱体的体积进行求和，并取极限，从而得到曲顶柱体的体积，这

一过程也正好构成了二重积分的定义[6]。 
在求曲顶柱体的体积时用小平顶柱体作为小曲顶柱体的近似值时，小平顶柱体在传统的教学方式是

通过静态的图展示给学生，不能直观展示动态的、可以拖动不同角度观察的图。在求曲顶柱体的体积时

用小平顶柱体作为小曲顶柱体的近似值，但是小平顶柱体难以通过静态图展示各个角度的图形，而

GeoGebra 软件可以演示一个小平顶柱体，甚至多个小平顶柱体的动态过程。 
3) 步骤 
在授课过程中，结合求解曲顶柱体的体积这一例子并利用 GeoGebra 软件动态演示“分割、近似求和、

取极限”这一过程，具体步骤如下： 
① 打开 3D 绘图区，在指令区输入 

( )
2 2

,  4
9 16
x yf x y = − − ； 

② 打开绘图区，在指令区分别创建整数滑动条 n，k，区间为 1~20； 
③ 在指令区分别输入直线 x = 0，y = 0，命名为 a，b； 
④ 在直线 a，b 上描点，分别命名为点 C、点 A； 
⑤ 分别在 x 轴和 y 轴创建单位向量，命名为 u 和 v； 
⑥ 在指令区分别输入射线(A, u)，射线(C, v)，命名为射线 c 和射线 d； 
⑦ 在射线 c，d 上描点，分别命名为点 B、点 D； 
⑧ 在指令区分别输入 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

,  ,  ,  ,

,  ,  ,  ;

E x A y C F x B y C

G x A y D H x B y D

= =

= =
 

⑨ 在指令区分别输入线段 DG，线段 CE，线段 EA，线段 FB，线段 GH，线段 HF，线段 FE，线段 EG； 
⑩ 在指令区分别输入 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  
,  ,  ,  ,  ,  1,  

y G y E y G y E
x E y E t x F y E t t n

n n

  − −   
+ +            

序列 线段 ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
  

  ,  ,  ,  ,  ,  1,  
x F x E x F x E

x E t y E x E t y G t n
n n

  − −   
+ +            

序列 线段 ； 

⑪ 在指令区分别输入 

余式 ( ),  ,  kk n floor
n

 
 
 

， 

命名为 e，o； 
⑫ 在指令区输入 

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
,  

e x F x E o y G y E
L x E y E

n n

 − −
= + +  
 

； 

⑬ 在指令区输入 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

 
,  ,  ,  ,

  
,  ,

 
,  

x F x E
x L y L x L y L

n

x F x E y G y E
x L y L

n n

y G y E
x L y L

n

 − 
+  

  
 − −  + +    
 − 

+     

多边形 ， 

命名为四边形 q1； 
⑭ 在指令区输入 

棱柱 ( ) ( )( )( )1,  ,  q f x L y L ； 

⑮ 在指令区输入 

点 ( ) ( ) ( ) ( )( )( ),  ,  ,  P x L y L f x L y L= ； 

⑯ 在指令区输入 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,  ,  

1 ,  ,  

,  

1 ,  1 ,  

,  1

,  

x F x E y G y E
x E t y E s

n n

x F x E y G y E
x E t y E s

n n

x F x E y G y E
x E t y E s

n n

x F x E y G y E
x E t y E s

n n

x F x E y G y E
f x E t y E s

n n

  − − 
+ +   

   
  − −   + − +    

 − − 
+ + + +  

  
 − −  + + +    

− − 
+ + 

 

多边形

棱柱
序列

序列

 
,  

,  0,  1
,  0,  1

s n
t n

  
  
  
  
  
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
        

−  
 − 

,
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(如图 3，图 4 所示) 
 

 
Figure 3. XOy plane diagram of a small flat top cylinder dividing a curved top cylinder 
图 3. 分割曲顶柱体的一个小平顶柱体的 xOy 平面图 

 

 
Figure 4. A small flat top cylinder that divides the curved top cylinder 
图 4. 分割曲顶柱体的一个小平顶柱体 

 
4) 课时 
在教学中，学生会发现，二重积分的概念与定积分的概念体现出来的思想方法是相同的，同样是一

个“分割，近似求和，求极限”的过程，教师可以通过演示法先给学生演示分割的小平顶柱体的其中一

个，再展示全部小平顶柱体(如图 5)，还可以转换各种角度展示小平顶柱体的各个细节。接着通过拖动滑

动条 n，改变分割的小平顶柱体的个数，形象地展示二重积分里的加细分割和取极限的过程[7]。学生通

过“分割、近似求和、取极限”这一直观动态的演示，更加深刻理解二重积分概念的本质。 
 

 
Figure 5. Demonstration diagram of all small flat top columns 
图 5. 全部小平顶柱体的演示图 
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5) 课后 
课后学生可根据这一动态过程，结合作业尝试自己验证其他曲顶柱体的体积。二重积分可以解决物

理学与工程技术中的非均匀平面的质量、质心、转动惯量等问题，例如在解决空间物体 V 的转动惯量时，

把 V 看作由 n 个质点组成的质点系，然后用取极限的方法求得 V 的转动惯量，这同样运用的是“分割，

近似求和，求极限”的过程，学生可以进一步尝试演示验证二重积分的计算问题[7]。 

2.2.2. 直角坐标系下二重积分的计算 
1) 难点 
对于一般区域,通常可以分解成 x 型区域或 y 型区域两类区域来进行计算。学生在计算直角坐标系下

的二重积分时，经常面临区分区域 D 是 x 型区域还是 y 型区域的困难，同时也难以确定积分的上、下极

限。除此之外，面对复杂的函数图象所围成的区域，学生难以理解所围区域的形状，导致后续的计算无

法进行。所以，在教学过程中可结合课本实例并利用 GeoGebra 软件将所围成的区域画出来，帮助学生区

分区域和找出积分的上、下极限。 
2) 实例分析及步骤 
例题 1： 2d

D

xy σ∫∫ ，其中 D 是由抛物线 2 6y x= 与直线 x = 1.5 所围成的区域； 

例题 2： d
D

x σ∫∫ ，其中 ( ){ }2 2,  D x y x y x= + ≤ 。 

具体步骤为： 

① 在指令框输入 21 1.5
6

y x≤ ≤ (图 6)； 

② 在指令框输入 2 2x y x+ ≤  [8] (图 7)。 
 

 
Figure 6. The area enclosed by y2 = 6x and x = 1.5 
图 6. y2 = 6x 与直线 x = 1.5 所围成的区域 
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Figure 7. ( ){ }2 2,  D x y x y x= + ≤  

图 7. ( ){ }2 2,  D x y x y x= + ≤  

 
3) 步骤 
在教学过程中，将 GeoGebra 软件与教科书中的例子有机地结合起来，是一种很好提高教学效果的方

法。以下是具体的实施步骤： 
在判断是 x 型区域或 y 型区域，要先理解这两个区域的特点：当 D 为 x 型区域时，垂直于 x 轴的直

线 ( )0 0x x a x b= < < 至多与区域 D 的边界交于两点；当 D 为 y 型区域时，直线 ( )0 0y y c y d= < < 至多与

D 的边界交于两点。在教学过程中，让学生仔细观察这两个区域是 x 型区域或 y 型区域，再思考积分的

上下极限。通过观察图 6 和图 7，可以把这两个区域当成 x 型区域。接下来确定积分的上下极限，也就是

x 和 y 的范围，根据例题给出的表达式和区域可得知， 
例题 1 的区域为 

( ){ },  6 6 ,  0 1.5D x y x y x x= − ≤ ≤ ≤ ≤ , 

例题 2 的区域为 

( ){ }2 2,  ,  0 1D x y x x y x x x= − − ≤ ≤ − ≤ ≤ . 

利用 GeoGebra 软件结合例题画出区域，不仅在课堂上方便直观呈现出来，而且与比传统教学方式的

手绘图相比更节约时间，提高教学效率。 
4) 课后 
课后学生可结合作业中的题目，利用 GeoGebra 软件画出相关区域。另外学生可以根据课本例题尝试

画出空间直角坐标系下的三维区域，例如牟合方盖分成八瓣、维维安尼体等(图 8，图 9)，再进一步根据

GeoGebra 软件展示图形的对称性特点，利用二重积分和三重积分的分别求得其曲面的面积和体积[9]。在

此过程中 GeoGebra 软件展示的图形直观展示了区域图形的特点，简化了计算过程。 
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Figure 8. Mouhe square cover divided into eight petals 
图 8. 牟合方盖分成八瓣 

 

 
Figure 9. Viviani body 
图 9. 维维安尼体 

3. 研究总结 

数学本科生师范生在现代教育技术课程学习了 GeoGebra 软件，并在教育实习期间使用 GeoGebra 软

件，与高中数学相结合进行教学，可知 GeoGebra 软件可以提高教与学的效率，但大学数学教师反而目前

在数学分析教学与现代教育技术融合不足，不符合当代所要求的数字化教育的趋势。由于文章篇幅有限，

我们仅给出了部分案例，实际上，数学分析重要的知识点都通过 GeoGebra 软件展示。通过本文的研究实

践，我们总结如下： 
① “基于 GeoGebra 的数学分析可视化教学设计”是将数学分析教学与现代信息技术相融合的有效

方式之一，不仅充分展示数与形的结合，实现抽象与具体之间的转变，还丰富了现代教育技术与数学分

析教学融合的案例资源，为数学专业或高等数学的师生的教与学提供了参考。 
② “基于 GeoGebra 的数学分析可视化教学设计”相较于采用传统教学模式，展现出显著的优势。

GeoGebra 软件将复杂的数学对象简明化，将抽象的数学关系具体化，以及该软件不仅简单易上手，还准

确性高。在教学过程中，将 GeoGebra 软件作为辅助工具，可以节省时间，还可以自由根据实际题目进行

编辑相应的数学模型，提高教师的教学效率。 
③ 笔者通过研究发现使用 GeoGebra 软件作为辅助工具进行数学分析教学能给学生学习数学分析提

供一种新的学习方式和途径，以直观、动态的演示图指导学生对数学的概念、定理等进行更深层次的了

解与掌握，从而使学生更好地掌握这些知识，提高学习效率。 
④ 笔者通过课时和课后研究发现，利用 GeoGebra 软件结合例题或作业引导学生演示验证、课后探

究，并一步一步引导学生演示和探究自己感兴趣的数学模型，激发学生的好奇心和求知欲，循序渐进实

现“以老师为中心”向“学生为中心”的课堂教学模式之间的转变。 
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另外，笔者在研究过程中有一定的局限性。笔者在分析课时和课后时，可能所分析的教学过程和深

度还不是很完整，还需要进一步提升。以及笔者所掌握的技术有限，即使 GeoGebra 软件功能强大，笔者

未能完全发挥 GeoGebra 软件在数学分析可视化上的优势。 
笔者会在未来的教育过程中继续投入到 GeoGebra 软件与数学教学相结合的研究中去，并不断学习相

关的技术方法和专业知识，积累教学经验，增强对文献的阅读能力，丰富 GeoGebra 软件辅助数学教学的

案例资源库。 
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