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摘  要 

线性代数是大学工科学生必修的公共课，该课程与学生的专业息息相关，采用Seminar研讨式教学法能

开发学生的潜能，提高学生的自学能力和研究能力。而实对称矩阵是线性代数课程中的一个重要内容，

在许多知识点的学习中起到了重要的作用。文章介绍了关于实对称矩阵的Seminar研讨式教学在泛函分

析中的体现，比如在运算上、定义上、特征值和特征向量上。 
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Abstract 
Linear algebra is a compulsory public course for college engineering students, which is closely re-
lated to their majors. The use of Seminar discussion teaching method can develop students’ poten-
tial and improve their self-learning and research abilities. Real symmetric matrices are an impor-
tant part of the course of linear algebra, which play an important role in the learning of many 
knowledge points. This article introduces the application of Seminar discussion teaching of real 
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symmetric matrices in functional analysis, such as in terms of computation, definitions, eigenva-
lues, and eigenvectors. 
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1. 引言 

Seminar 教学法是一种以学生为主体，充分发挥学生的主观能动性，使学生达到从多角度、多层次对

知识点理解、吸收并运用的目的。Seminar 研讨式教学法是在老师的指导下，学生通过互相之间的交流，

做出一些有价值的成果。这种教学法让学生进行了学术交流，感受了做研究的心态，提高了做学问的兴

趣，从而一定程度上为日后大四的毕业论文打下基础。通常，在做学术时，创新是一个非常重要的点，

而 Seminar 教学法能挖掘学生的潜能，让学生思维活跃，于是更能促进学生在学术上创新，从而在学术

上有所成就。Seminar 教学法与深度学习教学法进行对比，深度学习教学法能让学习者积极地、批判性地

学习新的知识，主动建构自己的知识框架[1]，但却不能让学习者达到从多角度、多层次对知识点理解，

以及不能达到让学习者更好地吸收知识点的目的。线性代数是高等学校理工科学生的重要必修课之一，

也是大部分专业课程必备的数学基础课程[2]。将 Seminar 研讨式教学法运用到线性代数中能提高学生的

自学能力和思维能力。 

2. Seminar 研讨式教学设计——以实对称矩阵为例 

实对称矩阵是线性代数中的一类重要矩阵[3]，也是一类应用广泛的矩阵，很多科学问题的求解都离

不开实对称矩阵[4]。实对称矩阵与矩阵对角化的内容紧密联系，而矩阵对角化又与矩阵的特征值、特征

向量这一块密不可分。于是，根据实对称矩阵在线性代数中关于特征值、特征向量的结论，发现这些结

论可以拓展到数学专业研究生课程—泛函分析中的自伴算子上。因此可准备一次关于实对称矩阵的

Seminar 研讨式教学。 

2.1. 课前准备工作 

对湖南工业大学电气工程专业和自动化专业的大二与大三学生都进行 Seminar 研讨式教学。对这些

学生中每个班的本科生进行教学，一个班大概 40 人左右，分成 5 个小组。首先，从 5 个小组中选择一名

代表。然后，对学生下达研究的目标。希望学生通过查找相关资料，寻找实对称矩阵与泛函分析中的自

伴算子的异同点。最后，请每个小组的代表在课堂上利用 ppt 和板书向本班的所有同学阐述本小组的研

究状况。在整个课前准备工作过程中，老师与学生保持通畅的联系，并对学生的研究情况进行跟踪和一

定的指导。 

2.2. 课堂研讨工作 

我们将利用 90 分钟(两节课)的时间进行研讨。在 45 分钟的一节课上，7 个小组的代表先分别上台进

行发言。等 7 位代表发言完，其余的学生可发言表达自己的观点，从而对 7 位代表所说的进行补充或修
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改。一旦有学生发表言论，此时其余学生都可对此进行辩论。辩论的时间为 40 分钟左右。辩论完后，将

进行教师总结。教师总结主要从下面三个角度进行总结。 
1) 空间中的运算 
线性代数中实对称矩阵的运算是在实数域下进行的，符合矩阵的运算性质。运算相对来说比较简单。

而泛函分析中自伴算子的运算是在复的 Hilbert 空间下进行的。复的 Hilbert 空间指的是复数域上完备的内

积空间。而内积空间中的运算是由向量之间做内积来定义的。因此自伴算子的运算要符合复数域上向量

内积的运算性质。 
2) 定义 
在线性代数中，根据实数域上矩阵的运算，给出了实对称矩阵的定义： 
定义 1：[5]设 A 为 n 阶实方阵，若有 TA A= ，则称 A 为实对称矩阵。 
从上述定义中，可以发现实对称矩阵中元素是关于主对角线对称的。利用这一特点，可以得到许多

有意思的结果。下面先介绍一下共轭算子的定义： 
定义 2：[6]设 H 是 Hilbert 空间，T 是从 H 到 H 的有界线性算子。由 Riesz 表示定理知，存在从 H 到

H 的有界线性算子T ∗满足对任意 ,x y H∈ ， 

( ) ( ), ,Tx y x T y∗=  

成立，则称T ∗是T 的 Hilbert 共轭算子。 
从实数域拓展到复数域，利用向量内积的运算，在有界线性算子的条件下，给出了泛函分析中自伴

算子的定义： 
定义 3：[6]设 H 是复的 Hilbert 空间，T 是从 H 到 H 的有界线性算子。如果 *T T= ，称T 为自伴算

子。 
3) 特征值和特征向量 
无论是实对称矩阵还是自伴算子，它们都与特征值和特征向量息息相关。故先分别给出特征值和特

征向量在线性代数和泛函分析中的定义： 
定义 4：[5]设 A 为 n 阶实方阵，如果存在一个数 λ 和一个非零向量 ( )1 2, , , T

nx x x x=  ，使得 Ax xλ= ，

则称数 λ 为方阵 A 的一个特征值，向量 x 称为 A 的属于特征值 λ 的特征向量。 
定义 5：[6]设 H 是复的 Hilbert 空间，T 是从 H 到 H 的有界线性算子， λ 是复数。如果存在 H 中的

非零向量 x 满足Tx xλ= ，称 λ 为T 的特征值， x 为T 的与 λ 相应的特征向量；所有特征值集合为T 的点

谱，记为 ( )P Tσ 。 
接下来介绍一些实对称矩阵关于特征值和特征向量的结论。 
定理 1：[5]实对称矩阵的特征值全为实数。 
证：设 A 为 n 阶实对称矩阵， λ 为 A 的一个特征值， ( )1 2, , , T

nx x x x=  为 A 的属于特征值 λ 的特征

向量，则 
Ax xλ= 。                                     (1) 

上述等式两侧同时取共轭，有 Ax Ax x xλ λ= = = 。由于 A 为 n 阶实对称矩阵，于是 

Ax xλ= 。                                     (2) 

在(1)式两侧同时左乘
T

x ，根据(2)式和 A 为 n 阶实对称矩阵，可得 

( ) ( )T TT T T T
x x x x Ax x x Ax x x x xλ λ λ λ= = = = = 。 

从而 ( ) 0
T

x xλ λ− = 。由定义 4，可知 x 为非零向量，故 0
T

x x ≠ ，于是 
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0λ λ− = ， 

这意味着 λ λ= ，因此 λ 为实数。由此，实对称矩阵的特征值全为实数。定理得证。 
定理 2：[5]实对称矩阵的属于不同特征值的特征向量必正交。 
证：设 A 为 n 阶实对称矩阵， 1 2,λ λ 为 A 的两个不同的特征值， 1 2,x x 为 A 的分别属于特征值 1 2,λ λ 的

特征向量，则可得 

1 1 1Ax xλ=                                         (3) 

和 

2 2 2Ax xλ= 。                                     (4) 

在(3)式两侧同时取转置，再根据 A 为 n 阶实对称矩阵，有 

( ) ( )1 1 1 1 1 1 1
T TT T T Tx A x A Ax x xλ λ= = = = 。 

在上述等式两侧同时右乘 2x ，再结合(4)式，可得 

2 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2
T T T Tx x x x x Ax x xλ λ λ= = = 。 

从而 ( )1 2 1 2 0Tx xλ λ− = 。根据定理 1，发现 1 2,λ λ 都为实数。因此结合内积的运算，发现 

( )1 2 1 2, 0Tx x x x= = ， 

即 1x 与 2x 正交。定理得证。 
基于上述两个关于实对称矩阵的结论，从自伴算子的角度出发，介绍一些自伴算子关于特征值和特

征向量的结论。 
定理 3：[6] Hilbert 空间 X 上的自伴算子的特征值全为实数。 
证：设T 是自伴算子。如果 λ 和 µ 都是实数，根据内积的定义以及共轭算子的定义和性质，有 

( ) ( ( )( ) ( ) )( )
(( ) )( )
(( )( ) ( )( ) )
(( )( ) ) ( )( )( )

(( ) ( ) ) ( )

( )

2

2 22

,

,

,

, ,

, ,

T i I x T i I x T i I x

x T I i I T I i I x

x T I T I x I I x

x T I T I x x I I x

T I x T I x x x

T I x x

λ µ λ µ λ µ

λ µ λ µ

λ λ µ µ

λ λ µ µ

λ λ µ µ

λ µ

− + = − + − +  

= − + − −

= − − +

= − − +

= − − +

= − + 。

 

于是若 0µ ≠ ，则 

( )T i I x xλ µ µ− + ≥   。                              (5) 

下面说明 ( )T i Iλ µ− + 是一单射。反之，假设 ( )T i Iλ µ− + 不是单射，则存在 1 2,x x X∈ 满足 1 2x x≠ 和

( ) ( )1 2T i I x T i I xλ µ λ µ− + = − +       。然后有 

( ) ( )1 2 0T i I x xλ µ− + − =   。 

从而由(5)式有 ( ) ( )1 2 1 20 T i I x x x xλ µ µ= − + − ≥ −   ，而 1 2 0x xµ − ≥ 。于是 1 2 0x x− = 。由此 1 2x x= 。

因为这与 1 2x x≠ 矛盾，所以 ( )T i Iλ µ− + 是一单射。因此 ( )( ) { }Ker 0T i Iλ µ− + = ，这与定义 5 矛盾，故

0µ = 。这说明自伴算子T 的特征值全为实数。定理得证。 

定理 4：[6]设T 是 Hilbert 空间上的自伴算子，则对应于T 的不同特征值的特征向量正交。 
证：设 ( )1 2, P Tλ λ σ∈ 且 1 2λ λ≠ ， 1 2,x x 分别是T 对应 1 2,λ λ 的特征向量。于是由定义 5，有 1 1 1Tx xλ= ，
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2 2 2Tx xλ= 。由定理 3，可得 1 2, Rλ λ ∈ 。利用 1 1 1Tx xλ= ，得到 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 1 1 2, , ,Tx x x x x xλ λ= = 。                             (6) 

由定义 2 和定义 3，有 

( ) ( ) ( )*
1 2 1 2 1 2, , ,Tx x x T x x Tx= = 。 

再结合 2 2 2Tx xλ= ，得到 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 2 1 2, , , ,Tx x x Tx x x x xλ λ= = = 。                        (7) 

由(6)式和(7)式，发现 ( )( )1 2 1 2, 0x xλ λ− = 。而 1 2, Rλ λ ∈ ，于是 ( )1 2, 0x x = 。故对应与T 的不同特征值的特

征向量正交。定理得证。 
在教师利用 35 分钟从上述三个角度进行总结之后，学生可利用剩下的 15 分钟对教师总结的内容提

出疑问，让教师进行一个解说。 

2.3. 课后 

学生通过本次讨论，加深了对线性代数中实对称矩阵和泛函分析中自伴算子的理解，体验了一次做

研究工作的心路历程，从一开始的查资料，到后面的做 ppt，再到发言，体会了传统课堂上体会不到的经

历，对日后书写毕业论文打下了基础。这会让学生在日后的学业上增强了自信心。我们知道创新这个词

现在是一个具有高热度的词，哪里都需要创新，同样的教学也要创新。在这次课上，学生在某种程度上

明白了科研创新可以从哪些角度展开，比如在空间上、在运算上等。因此，课后每位学生需上交一个学

习心得，这样才能更好的把握每位学生在这次 Seminar 研讨式教学中的学习情况。 
老师课后对关于本次 Seminar 研讨式教学的两节课进行反思，回想课堂产生的效果是否达到 Seminar

研讨式教学的目标，有没有充分调动学生的积极性，以及有没有哪些地方可进一步改进的，并为下一次

讨论课提前思考要规避哪些之前做的不足的地方。同时，老师在课后要多多阅读书籍，增加自己的知识

贮备，让讨论课越上越精彩，越上越有趣。 

2.4. 成绩评定 

老师根据课堂上学生的表现情况，以及学生课后书写学习心得的情况给学生一个总成绩，其中课堂

上学生的表现情况占总成绩的百分之五十，学生课后书写学习心得占总成绩的百分之五十。课堂上学生

的表现情况从学生的执行力、参与程度、表达能力、以及创新能力等几个方面来看。从语言表达、情感

流露、符合实际等方面判断学生课后书写学习心得的情况。根据学生的总成绩，引入定量分析方法来评

估 Seminar 研讨式教学法对学生学习成效的影响，并进行长期追踪研究，评估研讨式教学对学生长期学

业成就的影响。 

3. 结语 

从实对称矩阵的定义和与之对应的特征值和特征向量的结论到自伴算子的定义和与之对应的特征值

和特征向量的结论，可以看出考察的定义域是由实数域拓展到复数域，而对应的运算是由关于矩阵的运

算拓展到关于算子的运算。经过这样的对比分析，可以更加清楚自伴算子是实对称矩阵拓展的情况。但

是老师在课堂上的总结只是从特征值和特征向量的角度出发给出了一些结论，还可以从其他一些角度出

发，得到一些相关的结论，这就需要根据具体情况去进行分析。总之，经过拓展性教学能加深对实对称

矩阵和自伴算子的理解，同时，激励学生积极学习其他知识，因此，进行 Seminar 研讨式教学是非常有

必要的。 
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Seminar 研讨式教学法在线性代数教学中的应用，特别是在实对称矩阵的教学上，这是数学教育方法

学领域的一个创新点。通过结合实对称矩阵与泛函分析中的自伴算子，展示了一个跨学科的教学案例，

这不仅对数学教育有重要意义，也对泛函分析的教学提供了新的视角。 
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