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摘  要 

延拓式教学是一种内容更加灵活多样的教学模式，对培养学生的实践能力和创新能力具有重要意义。文

章将从实施方式、效果评价和影响因素等方面，以数值并行计算课程中的卡茨马兹方法为例，对其延拓

式教学进行研究，旨在帮助学生更加深刻地理解卡茨马兹算法及其变种之间的联系，以便建立牢固的知

识框架。 
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Abstract 
Extension teaching is a more flexible and diverse instructional approach that holds significant 
importance in cultivating students’ practical and innovative capabilities. This paper explores ex-
tension teaching in the context of a Numerical Parallel Computing course, using the Kaczmarz 
method as a case study. It focuses on implementation methods, effectiveness evaluation, and in-
fluencing factors. The aim is to deepen students’ understanding of the connections between the 
Kaczmarz algorithm and its variants, thereby establishing a solid knowledge framework. 
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1. 引言 

新工科专业是一种新型的专业模式，其与传统工科专业的最大区别在于专注于学生的实践能力和创

新能力的培养。在新工科专业中，学生需要具备跨学科的知识和技能，能够独立思考和解决问题，能够

在工作中灵活适应多变的环境。此外，新工科专业还强调学生的团队合作能力和创新意识，培养学生具

备跨学科协作的能力和创新精神，鼓励学生在实践中不断探索和创新。因此，研究更加灵活多样的新工

科专业的教学模式，对注重和培养学生的实践能力和创新能力具有重要意义[1]-[3]。 
延拓式教学是一种通过拓展和延伸课程内容和教学方法，促进学生对知识的深入理解和应用的教学

模式。延拓式教学强调知识的灵活应用和实践能力的培养，通过项目学习、案例教学、实践课程等方式，

让学生在实际操作中理解和应用知识，主要分为以下几步。 
1) 设计项目学习课程：将项目学习融入到新工科专业的课程设计中，让学生在项目中探索和实践，

培养学生的实践能力和创新能力； 
2) 推行问题导向教学：以问题为导向，让学生在解决问题的过程中理解和应用知识，培养学生的创

新精神和团队合作能力； 
3) 建立多学科合作机制：让不同专业的学生共同参与项目学习和实践活动，促进跨学科的交流与合

作，培养学生的团队合作能力和创新意识。 
在教材《数值并行算法与软件》第5.5节中[4]，介绍了经典迭代法的并行计算。给定线性方程组 Ax b= ，

其中 m nA R ×∈ ， mb R∈ ，雅可比迭代格式为 
( ) ( ) ( )1 1 1k kx I D A x D b+ − −= − + ， 

其主要通信发生在右端第一项的计算过程中，而这对应的是一个矩阵与稠密向量相乘，该矩阵除了对角

元都是 0 外，非零元结构与系数矩阵相同，因而可以基于矩阵向量乘的并行算法来设计这里的并行计算

过程；对于逐次超松弛 SOR (ω )迭代， 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1k kD L x U D x bω ω ω ω+− = + − + ， 

当松弛参数 1ω = 时，该方法自动退化为经典的高斯–赛德尔迭代，可利用多色排序方法和算法的分量形

式设计该迭代的并行算法。由代数知识可知，此类迭代过程与卡茨马兹迭代方法[5]求解原问题的法方程

等价。为了进一步培养更具有创新能力和实践能力的高素质人才，延拓式教学模式被引入到新工科专业

中。本文将从实施方式、效果评价和影响因素等方面，以卡茨马兹为例，对新工科数值并行计算课程的

延拓式教学进行研究。 

2. 实施方式 

2.1. 设计项目学习课程 

项目驱动式教学是延拓式教学的主要实施方式之一。通过设计真实的项目任务，让学生在项目中探
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索、实践和解决问题，培养学生的实践能力和创新意识。项目驱动式教学需要教师进行详细的项目设计

和指导，同时，学生需要在团队合作中共同完成项目任务。 
1) 确定主题：选择一个能够引发学生兴趣并与课程目标相关的主题，“SOR (1)的分量形式是什

么？”； 
2) 制定项目：设计项目任务和目标，确保任务能够激发学生的学习动机； 
3) 分组合作：将学生分成小组，鼓励合作、讨论和分享，促进团队合作能力的培养； 
4) 指导引导：教师担任指导者的角色，提供必要的支持、指导和反馈，SOR (1)的分量形式为 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1

1 1

1 i n
k k k k

i i i ij j ij j
j j iii

x x b a x a x
a

−
+ +

= = +

 
= + − − 

 
∑ ∑ ， 1,2, ,i n=  ， 

其中 ija 表示 A 的第 ( ),i j 个元素； 
5) 调整改进：根据评估结果和反馈，调整课程设计和实施方法，不断改进项目学习的质量，“若给

出向量 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) T1 1
1 1

k k k k k
i i nx x x x x+ +
−

 =    ，还可进一步诱导出什么迭代格式？”； 
6) 展示成果：鼓励学生展示学生的项目成果，促进自信心和沟通能力的提升。根据上述提示，可得 

( ) ( )
( )( )T

1
k

ik k
i

ii

e b Ax
x x e

a
+

−
= + 以及 ( ) ( )

( )
1 ,: T

,:2
,:

k
k k i i

i

i

b A x
x x A

A
+ −

= + ， 

后者即为卡茨马兹迭代格式[2]； 
7) 评估反思：通过评估学生的表现和成果，引导学生反思项目学习的过程和收获，促进深层次的学习，

“上述迭代法是否收敛？若收敛，有什么技巧可以进一步提高该迭代法的收敛速度？”。 

2.2. 推行问题导向教学 

问题导向教学通过提出挑战性问题，引发学生的好奇心和求知欲，从而激发学生的学习兴趣和自主

学习的动机。学生在解决问题的过程中，需要综合运用多学科知识和技能，其跨学科思维和解决问题的

能力也得到了进一步培养。更多地，问题导向教学强调解决实际问题和应对未知挑战的能力，使学生的

学习更具实用性和适应性。 
针对上述问题中，记方程组的解为 *x ，则 *Ax b= ，可知卡茨马兹迭代格式的误差递推式为 

( ) ( )
( ) 2

2 2 ,:1 * *
2

,:

k
i ik k

i

b A x
x x x x

A
+

−
− = − − ， 1,2, ,i m=  ， 

上式表明右边第二项越大，误差就会下降越快，这取决于行指标 i 的选取。此时，提出问题“有哪些策

略可以有效选取行指标？”。 
1) 按照循环顺序选取[5]，即 1,2, , ,1, 2, , ,i m m=   ； 
2) 按照随机顺序选取[6]，即 3,1,4,1,5,9,i = ； 
3) 按照贪婪策略选取[7]，即 ki U∈ ，其中 

( ) ( ) ( )2 2 2

,: ,:

2 2 2
,: ,:

1 1max
2 2

k k k
t t i i

k

t i F

b A x b A x b Ax
U t

AA A

  − − −  = ≥ +   
   

  

。 

问题导向教学不仅注重知识的获取，更重视学生对问题本质的深入理解和思考，从而促进学生的深

层次学习。面对开放性问题，学生需要进行批判性思考、分析和创造性解决问题，培养学生的批判性思

维和创新能力。同时，在以问题为导向的学习环境中，需要自主探索和合作解决问题，培养学生的自主
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学习能力和团队合作精神。 

2.3. 建立多学科合作机制 

在计算机图形学领域，CT 成像利用 X 射线通过物体时的衰减信息，通过不同方向上的多个投影数

据来重建物体的内部结构。具体来说，CT 成像涉及到以下几个关键步骤：首先，X 射线从不同角度穿过

被成像物体，记录每个角度下 X 射线通过物体时的吸收程度，形成投影数据；然后，将多个角度的投影

数据反向投射到物体内部的每个三维像素上；最后，通过对多个角度下的反投影数据进行加权求和，以

重建出物体内部的结构信息，如图 1 所示。这些步骤涉及到数学上的 Radon 变换和逆 Radon 变换，是 CT
成像中的核心算法。通过这些数学方法，CT 扫描可以提供高分辨率的三维内部结构图像，用于医学诊断、

工业检测等领域。 
 

 
Figure 1. Algebraic principles of CT imaging 
图 1. CT 成像的代数原理 

 

卡茨马兹方法在该领域也被称为代数重构技术，该技术是一种迭代方法，特别适用于解决大型和复

杂的图像重构问题，在每次迭代过程中，只需要对系数矩阵的某一行做运算，即 X 射线从一个角度穿过

被成像物体记录下的数据。该技术可以在保持相对较高精度的情况下，通过逐步改进图像的重建，实现

快速收敛。此外，由于采样的数据往往是不规则和不完全的，该技术能够灵活地调整和处理不同类型的

数据采样，如不均匀介质成像、多模态数据融合等。为了尽量减少辐射剂量的成像技术，该技术还能够

在较少的投影数据下实现良好的图像重建质量，这对于保护患者健康至关重要。 
多学科合作能够让学生在解决问题或完成项目时，综合运用各学科的知识和技能，促进跨学科思维的

发展。通过多学科合作，学生能够将学到的理论知识应用到实际问题中，提升解决实际挑战的能力和实用

性。同时，学生在跨学科团队中合作，需要协调资源、分工合作，培养有效沟通、团队协作和领导能力。

学科合作鼓励学生面对复杂问题时进行创新思维和多角度分析，培养解决问题的能力和创造性思维。不同

学科的视角和方法，可以让学生深入思考问题的多维度，而且可以加强对知识的广度和深度的理解。 

3. 效果评价 

3.1. 例题讲解 

例题：采用不同指标选取策略，利用卡茨马兹方法求解下列线性方程组 
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1

2

3

4

4 14 9 13 14
2 10 0 3 9
3 4 12 13 6

1 2 3 4 2

x
x

Ax b
x
x

−     
    −     = ⇔ =
    − − − −
    

−    

， 

给定迭代初始向量 ( ) [ ]T0 1 2 3 4x = ，已知方程的解为 [ ]T* 1 1 1 1x = 。 
1) 按照循环顺序选取( 0 1i = )， 

( ) ( )
( )

[ ]
0

T1 0 1 1,: T
1,:2

1,:

1 70 146 207 251
66

b A x
x x A

A

−
= + = ， 

相对误差为 ( ) ( )1 0* *
1,1 0.6805E x x x x= − − = ； 

2) 按照随机顺序选取(如 3i = )， 

( ) ( )
( )

[ ]
0

T1 0 3 3,: T
3,:2

3,:

371 1209
33
1 720 114

8
6

b A x
x x A

A

−
= + = ， 

相对误差为 ( ) ( )1 0* *
2,1 0.6743E x x x x= − − = ； 

3) 按照贪婪策略选取，首先构造指标集 

( ) ( ) ( )

{ }
2 2 20 0 0

,: ,:

2 2 2
,: ,

0

:

1 1max 4
2 2

t t i i

t i F

b A x b A x b A

A
U

x
t

AA

  − − −  = ≥ + =   
   

  

， 

然后计算 

( ) ( )
( )

[ ]
0

T1 0 4 4,: T
4,:2

4,:

1 34 517 521
15

b A x
x x A

A

−
= + = ， 

相对误差为 ( ) ( )1 0* *
3,1 0.6700E x x x x= − − = 。 

引导学生发现规律：由逐次超松弛 SOR (ω )迭代延伸出的卡茨马兹方法的收敛速度，与行指标的选

取有关。在每一步迭代中，选取不同的行指标，可以得到不同的近似解 ( )1x ；利用贪婪指标选取策略，得

到的卡茨马兹方法的误差最小，意味着此种卡茨马兹方法的收敛速度将最快。 
案例能够将抽象的理论概念具体化为实际生活中的情境和问题，帮助学生更容易理解和应用卡茨马

兹方法的计算过程，从而增强学生的学习兴趣和深度理解能力。此外，学生在分析和解决案例中的问题

过程中，能够培养批判性思维、创新性思维和解决问题的能力，这些能力对于延拓式教学的核心目标——

培养学生的综合素质和应对复杂情境的能力至关重要。并且，案例往往能够激发学生的学习兴趣和参与度，

因为它们直接关联到学生生活和现实环境中的问题，学生更容易看到学习的实际意义，从而更积极地参

与到学习过程中来。 

3.2. 评价方式 

延拓式教学的效果评价应该综合考虑以下几个方面，以全面地评估学生在实际学习过程中的表现和成长。 
1) 学习成绩和知识掌握：评估学生在课堂上和案例学习中的学习成绩，包括考试成绩、作业完成情况

等，这可以反映学生对知识的掌握程度和理解深度； 
2) 问题解决能力和创新性思维：考察学生在案例分析过程中的表现，包括学生提出的解决问题的方法、

分析问题的逻辑性、解决方案的创新性等，这些能力是延拓式教学中重要培养目标； 
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3) 批判性思维和逻辑推理：通过评估学生在案例分析中的批判性思考能力，包括学生对信息的评估和

推理能力，来确定学生是否能够有效地分析和解决复杂问题； 
4) 跨学科融合能力：考察学生是否能够有效地应用多学科知识和技能来解决跨学科的问题，案例学习

通常涉及多个学科领域，学生能否综合运用各学科的知识进行分析和解决问题是评价的重点之一； 
5) 学习动机和参与度：评估学生在案例学习中的学习动机和参与度，包括学生对案例学习的态度、参

与讨论的积极性等，学生的学习动机和参与度直接影响学生在案例学习中的表现和学习效果； 
6) 实际应用和实践能力：考察学生能否将从案例学习中获得的知识和技能有效地应用到实际生活或工

作情境中，以及学生在实际应用中的表现和成效。 

4. 影响因素 

教师在延拓式教学中扮演着重要的角色，教师需要具有丰富的实践经验和创新意识，能够引导学生

进行实践活动，激发学生的学习兴趣和创新精神。教师对课程内容的理解、教学方法的掌握、课堂管理

的技巧以及与学生互动的能力都会影响延拓式教学的效果。例如，对于逐次超松弛 SOR (ω )迭代格式的

分量形式还可以延伸出另一种迭代格式， 

( ) ( )
( )( )T

:,1
:,2

:,

k
jk k

j

j

A b Ax
x x A

A
+

−
= + ， 1,2, ,j n=  ， 

此方法称为坐标下降法，在数值优化、机器学习等领域有着广泛应用。 
学生的学习动机和参与度也是影响延拓式教学效果的重要因素。学生需要积极参与到实践活动中去，

主动探索和解决问题，发挥自己的创造力和想象力。学生在课堂上的活跃程度、对学习内容的兴趣、参

与讨论和活动的积极性等，这些都会影响学习效果。例如，引导学生思考“若在贪婪指标选取中，指标

集 { }1 2, , ,k pi i iU =  中的元素有多个，该如何设计并行算法？”，一种自然的想法就是对每个行指标进行

一次卡茨马兹迭代，然后取其平均值，即 

( ) ( )
( )

,:1 T
,:2

,:

1 t t
t

t

k

k
i ik k

iU
i

t

b A x
x A

A
x

p
+

∈

 
 =   
 

−
+∑ ， 

其中 p 为处理器个数，此方法称为平均块卡茨马兹算法[8]。 
此外，课堂的物理环境、学习资源、技术设施、文化氛围等课堂环境也会对学生的学习体验和学习

效率产生影响。 

5. 小结 

延拓式教学模式是一种灵活多样的教学方法，通过引入案例和实际问题，帮助学生将理论知识应用

到实际情境中，其主要优势包括提升学生的问题解决能力、促进跨学科融合、增强学习动机和参与度等。

本文以教材[4]中逐次超松弛 SOR (ω )迭代格式的分量形式为出发点，引导学生推导出卡茨马兹方法的迭

代格式。通过对行指标的不同选取策略，进一步延伸出卡茨马兹方法的不同变种，并利用具体案例讲解

此类方法的计算过程。根据教学效果得出，教师在实施延拓式教学时，需要综合考虑教学设计质量、学

生的学习动机、教师的角色与支持以及学校教育环境等多个因素，综合评估和优化这些因素可以有效提

升教学效果，促进学生全面发展和深度学习。 
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