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摘  要 

微积分是大学理工科学生的必修课程，导数是微积分的核心概念之一。微积分中的许多知识点，例如，

函数的单调性，曲线的曲率，微分中值定理等，都与导数有密切的关系。文章着重讲解如何引导学生深

刻理解导数的概念及本质含义，了解导数在其他学科中的应用。并以此教学单位为例，说明如何将思政

元素自然地融入微积分教学。 
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Abstract 
Calculus is a compulsory course for science and engineering students in universities, and derivative 
(also known as micro-quotient) is one of the most important concepts of calculus. Many concepts 
and properties in calculus, including the monotonicity of functions, the curvature of curves, the dif-
ferential median theorem, etc., are all closely related to derivatives. This article focuses on how to 
understand the concept and practical significance of derivatives. We also illustrate how to integrate 
ideological-political elements into the teaching of calculus.  
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1. 引言 

导数，也称为微商，是高等数学中重要的基础概念。部分学生在高中阶段，已经学习了导数的一些

计算方法，但是对于导数概念的理解仍然不够透彻，对导数在其他学科中的应用也不甚了解。因此，在

大学微积分课程中，导数仍然是十分重要的学习内容。教师须精心设计课程，引导学生深刻理解导数的

概念，掌握相关的知识，为后续的微分、曲率及函数极值等知识的学习做好铺垫。 
导数起源于十七世纪二三十年代。1637 年，法国数学家费马在研究作曲线的切线时，构造了函数差

分，其中隐含有导数的概念。1750 年，达朗贝尔在法国科学院出版的《百科全书》中提出了关于导数的

一种观点。1823 年，柯西在他的《无穷小分析概论》中定义导数：如果函数 ( )y f x= 在变量 x 的两个给

定的界限之间保持连续，并且我们为这样的变量指定一个包含在这两个不同界限之间的值，那么会使变

量得到一个无穷小增量。19 世纪 60 年代以后，魏尔斯特拉斯创造了 ε-δ语言，对微积分中出现的各种类

型的极限重新表达，导数才获得了今天常见的定义形式。 
通过本节课程的学习，我们引导学生深刻理解导数的概念和本质，熟练掌握使用定义计算导数的方

法。在各教学环节中培养学生的抽象思维能力，逻辑推理能力，空间想象能力，运算能力以及运用所学

知识去分析问题和解决问题的能力，为学生学习相关专业的后继课程奠定必要的数学基础。 
通过揭示导数定义中蕴含的量变与质变的关系，增强学生人文素养和辩证思维，培养学生严谨客观

的科学态度和勇于探索的科学精神。即使以后学生把具体的数学定义和公式忘掉了，分析解决问题的思

想方法和严密的逻辑推理能力也会帮助学生成长和进步。 

2. 导数的概念 

2.1. 通过案例引入导数定义 

我们使用曲线切线的斜率引发案例讨论[1]。如下图 1，点 ( )0 0,M x y 是曲线 ( )y f x= 上一点，点

( ),N x y 是曲线 ( )y f x= 上另一点，这里 0x x x= + ∆ ， ( )0y f x x= + ∆ 。 
 

 
Figure 1. Secant and tangent of the curve 
图 1. 曲线的割线与切线 
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由中学知识可知，割线 MN 的斜率为 

( ) ( )0 0tan .
f x x f xy

x x
ϕ

+ ∆ −∆
= =
∆ ∆

 

当点 N 沿曲线 C 移向点 M，即 0x∆ → 时，割线 MN 的极限位置 MT 为曲线 C 在 M 处的切线，因此

切线 MT 的斜率为 

( ) ( )0 0

0 0
tan lim lim .

x x

f x x f xyk
x x

α
∆ → ∆ →

+ ∆ −∆
= = =

∆ ∆
 

此极限形式具有非常重要的意义，在很多其他的问题中都有应用，因此需要给予关注。 

2.2. 导数的定义及计算 

设函数 ( )y f x= 在点 x0 的某个邻域内有定义，当自变量 x 在 x0 处有增量 Δx， 0x x+ ∆ 也在该邻域内

时，相应地，函数取得增量 ( ) ( )0 0y f x x f x∆ = + ∆ − 。 
当 0x∆ → 时，如果 Δy 与 Δx 之比的极限存在，则称函数 ( )y f x= 在点 x0 处可导，并称这个极限为函

数 ( )y f x= 在点 x0 处的导数，记作 ( )0f x′ 或者
0x xy

=
′ ，即 

( ) ( ) ( )0 0
0 0 0

lim lim .
x x

f x x f xyf x
x x∆ → ∆ →

+ ∆ −∆′ = =
∆ ∆

 

利用定义，可以求常见函数的导数。例如， ( ) ( )ln 0f x x x= > ，则 

( ) ( ) ( )

( )
0

0

2

0

2 2
2 lim

ln 2 ln 2
lim

1 1lim ln 1
2 2 2

x

x

x

x

f x f
f

x
x
x

x

∆ →

∆ →

∆

∆ →

+ ∆ −
′ =

∆
+ ∆ −

=
∆

∆ = + = 
 

 

又例如， ( ) ( )0, 1xg x a a a= > ≠ ，则 

( ) ( ) ( )

( )
0 0

0 0

0

lim lim

1
lim lim

lnlim ln

x x

x xx x x

x x

x x

x

g x x g xyg x
x x

a aa a
x x

x aa a a
x

∆ → ∆ →

∆+∆

∆ → ∆ →

∆ →

+ ∆ −∆′ = =
∆ ∆

−−
= =

∆ ∆
∆

= =
∆

 

由定义，可以引导学生思考，在什么情况下，函数在某点处不可导？并用例子对他们的答案给予肯

定或者否定。这需要教师在备课过程中有此知识点的积累和准备，这里不再赘述。 

2.3. 导数的实质和几何意义和物理意义 

导数的定义是大学微积分的核心和基础内容之一，用于解决变化率问题，例如变速直线运动的瞬时 

速度，线密度问题，曲线的切线问题等。导数的实质是
0

lim
x

y
x∆ →

∆
∆

，即函数的增量与自变量的增量之比的极

限，导数反映的是函数在某点的瞬时变化率。 
由引入案例可知，导数的几何意义为曲线 ( )y f x= 在某点处切线的斜率。如果函数 ( )y f x= 代表质

点在某时刻的位移曲线，则导数的物理意义为该质点在时刻 x 时的瞬时速度[2]。 
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2.4. 导数与微分的联系 

课程中可联系另一个重要概念——微分。导数和微分是微分学的基本概念，微分学是微积分的重要

组成部分。通俗地讲，导数 ( )f x′ 反映了函数值相对于自变量的变化快慢程度，而微分 dy 则表明当自变

量有微小变化时，函数值大体上变化多少，即 ( )dy f x x′= ∆ 。 

3. 利用软件理解导数 

向学生讲授导数的定义及其他微积分内容时，可以适当使用计算机软件，将传统的数学内容与数值

计算软件结合起来，增加数学应用模型的讲授和训练，培养学生的数学建模能力。 
比如，在本节中，可以对多项式函数 ( ) 3 22 3 12 7f x x x x= + − + ，求其在 1x = − 处的导数，使用计算机

软件(比如 Mathematics)编程计算导数值，并绘制图像。 
具体程序如下表 1： 

 
Table 1. The program code for finding the derivative of ( ) 3 22 3 12 7f x x x x= + − +  

表 1. 求函数 ( ) 3 22 3 12 7f x x x x= + − + 的导数的程序代码 

f[x]=2x^3+3x^2-12x+7; 

plotf=Plot[f[x],{x,-4,3}, 
DisplayFunction->Identity]; 

plot2=Plot[f'[-1]*(x+1)+f[-1],{x,-4,3}, 
PlotStyle->GrayLeve1[0.5], 
DisplayFunction->Identity]; 

Show[plotf,plot2,DisplayFunction- 
>$DisplayFunction] 

 
执行后，软件便在同一个坐标系内作出了函数 ( )f x 的图形和它在 1x = − 处的切线，如下图 2。 

 

 

Figure 2. The graph of the function ( )f x  and its tangent at 1x = −  

图 2. 函数 ( )f x 的图形和其在 1x = − 处的切线 

 
这一讲课策略，贯彻了国家积极开展 AI+课程与产教融合课程建设的方针。使用计算机软件

Mathematica，将传统的微积分理论与先进的数值计算软件结合起来，增加数学应用模型的讲授和训练，

让学生把数学的思想和方法学以致用。在掌握笔算的同时，提高了学生设计程序使用软件的能力。使学

生感觉到利用计算机软件提高计算效率的成就感，为今后的科研和工程项目开展大规模计算打好基础。 
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4. 导数与其他学科的联系 

课程讲授过程中，可以简单介绍导数与其他学科的联系，帮助学生了解到导数的实际应用，认识到

导数不是一个孤立的数学名词。 
这里列举两个导数在其他学科中的应用，教师可以灵活掌握，选取任意一个向学生进行介绍即可。 

4.1. 导数与经济学中的边际收益 

边际是经济学中的一个重要概念，指的是经济变量的变化率。利用导数研究经济量的边际变化，称

为边际分析。用数学语言解释，边际指的是当 x 在 x0 附近有微小变化时，y 的瞬时变化，即当 0x∆ → 时， 

y 有增量 Δy， y
x

∆
∆

即为边际。 

边际成本的数学公式为
TCMC
Q

∆
=

∆
，公式中的 MC 代表的是边际成本，ΔTC 是变化的总成本，ΔQ 

代表的是变化的总产量。当变化的产量无限趋近于零时，边际成本 MC 的值就是成本函数在 Q 这一点的

导数。 
经济学中的利润最大化通常用边际利润来表示。边际利润是指，在其他条件不变的情况下，每增加

一个单位的商品所带来的经济利润的变化量，即
TRMR
Q

∆
=
∆

，其中 MR 代表边际利润，ΔTR 指变化的 

生产量带来的变化的总利润，ΔQ 指变化的生产量。当变化的产量无限趋于 0 时，边际利润的值就是利润

函数在 Q 点的导数。 
在经济学中，原则是使企业生产商品的边际成本与边际利润相等，即 MC MR= 。原因如下：假如企

业的边际成本大于边际利润，此时企业每多生产一个单位商品带来的成本大于带来的利润，企业一定不

会再多生产；假如企业的边际成本小于边际利润，此时企业每多生产一个单位商品带来的成本小于带来

的收益，企业一定会增加商品的生产，直到每多生产一个单位的商品带来的成本与收益相等时，企业才

不会调整生产策略。所以企业想要实现利润最大化，其边际成本既不能大于边际利润也不能小于边际利

润，而是两者正好相等才能达到最优的效果，即 MC MR=  [3]。 

4.2. 导数与物理学中的电磁感应势 

导数与物理学关系密切。课堂上可以列举一个导数在物理中的应用——电磁感应势。物理学中， 

磁通量的变化率可以用来描述磁场变化的快慢程度，其数学表达式通常记为
t

∆Φ
∆

，其中 Φ 代表磁通量，

t 代表时间。当变化时间 Δt 趋于 0 时，极限 lim
t t∆ →∞

∆Φ
∆

 (磁通量对时间的导数)，即为某时刻的电磁感应势， 

它反映了电磁场中磁通量变化的动态过程[4]。电磁感应势直接关联法拉第电磁感应定律这一物理学中的

重要成果。 

4.3. 导数与传染病传播模型 

本节课还可以向学生介绍传染病传播模型的 SI 模型。设人口总数为常数 N，人群分为易感染者

(Susceptible)和易传染者(Infective)两种类型，所占人口比例在时刻 t 分别为 ( )s t 和 ( )i t ，显然 ( ) ( ) 1s t i t+ = 。

由以上假设，在时刻 t 的病人总数为 ( )N i t× ， t∆ 时间内会新增 ( ) ( )s t N i t tλ × × × ×∆ 个病人，其中 λ 为 

某个比例常数。显然，
( ) ( ) ( ) ( )N i t t N i t

s t N i t
t

λ
× + ∆ − ×

= × × ×
∆

，对此式两边取 0t∆ → ，代入 ( ) ( )1s t i t= − ，

即
( ) ( )( ) ( )d

1
d
i t

i t i t
t

λ= × − × ，方程左边即为易传染者函数 ( )i t 导数的定义式。这是染病传播 SI 模型中 
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最核心的一个微分方程，后面的高数学习中将涉及求解该方程。 

5. 思政教学具体实施方法 

导数这节课以启发式教学展开，鼓励学生积极思考，自主使用软件进行实践操作，结合具体应用案

例激发学生探索知识的主观能动性。 
与此同时，可以找准合适的切入点，将思政元素融入导数的教学过程，开展课程思政。以本节为例，

可以按如下方式实施。 
1) 在演示从曲线某点的割线到切线的变化过程中，可引导学生：“学习也是一个量变到质变的过程，

我们只有注意了平时量的积累，才可能某时实现质的飞跃。”“如果每天进步那么一点点，一段时间后，

你就会收获颇丰。” 
2) 在讲解变速直线运动的瞬时速度是位移函数的导数时，可以引入我国高铁的瞬时速度问题。这样，

既可以激起学生的思维火花，又可以顺势引出我国的经济发展现状，增强学生对中国高速发展的认同感，

激发学生们的爱国热情及民族自豪感。 
3) 引导学生使用软件理解函数导数的意义时，鼓励学生相互讨论，共同设计算法，组成团队创造性

地去解决问题。此过程培养和锻炼了学生的协作能力。鼓励学生学以致用，今后用所学知识解决社会生

产和实际生活中的问题，为国家的发展尽自己的一份力量。 
以上只是抛砖引玉，教师可以结合实际灵活开展课程思政。 

6. 学生反馈与小结 

6.1. 学生问卷 

课程结束后做学生问卷，发放问卷共计 140 份，收回问卷共 140 份。由表 2 数据可知，学生整体反

应收获较大，相对于高中学到的关于导数的一些表层知识，如上组织构架的导数课程能让他们对导数理

解更加深刻，各方面的认识更加完整。 
 
Table 2. Summary of the student questionnaire on teaching effectiveness  
表 2. 教学效果学生问卷情况总结 

序号 调查内容 非常满意 满意 尚可 不太满意 合计 

1 通过课程，我知道了导数的本质 131 9 0 0 140 

2 我能够列举导数在其他学科中的一个应用 138 0 2 0 140 

3 我知道如何用软件求曲线在某点的切线 135 2 2 1 140 

4 这节课的知识比高中时学的导数的知识更丰富， 
我对导数的理解更加透彻了 140 0 0 0 140 

5 除了数学内容，我还知道了一些其他的人生道理 136 3 1 0 140 

6.2. 学生访谈 

课程结束随机抽取四名学生做了访谈，内容如下： 
问：这节课的导数知识和高中的导数知识有不同吗？ 
答：(学生 1)很大不同。 

(学生 2)这节课内容多多了。 
(学生 3)很不一样。 
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(学生 4)深很多，也丰富很多。 
问：通过这节课的学习，你知道了导数与哪些知识有联系？ 
答：(学生 1)与很多知识都有联系，感觉只要涉及变化率的，都有联系。 

(学生 2)印象深刻的是传染病传播模型里有导数的应用。 
(学生 3)经济学里很多研究对象和导数有联系。 
(学生 4)很多。比如，几何里曲线的斜率。 

问：除了高等数学知识，你感觉这节课你还收获到了其他的吗？ 
答：(学生 1)有，导数的物理应用和速度这一概念相关。了解到了我们国家各方面发展速度都挺了不

起的。 
(学生 2)我知道了要和别人协作，要学会沟通，做实验里学会的。 
(学生 3)嗯，除了课本上的知识，还要善于学习新技能，世界和中国都发展很快。 
(学生 4)我了解到我们的祖先很厉害，要向他们学习，善于积累。 

访谈结果表明，这节课学生的收获颇丰。不仅仅有课本上理论知识的收获，还有一些人生感悟理解。

这也表明一节高等数学课程可以在传授专业知识的同时，融入思政教育。 

6.3. 本文小结 

本文以导数的概念一节为例，介绍高数课程中，教师如何把所讲内容与其他学科内容相结合，训练

学生的实验能力并自然地将思政元素融入教学过程。微积分的课程思政须结合自身的特点，充分发挥数

学思想、数学方法、数学精神在育人方面的价值，避免照本宣科与生搬硬套[5]。教师应该意识到，课程

思政是一种课程观，是以课程为载体，挖掘课程蕴含的思想政治教育元素。在授课的同时，注重社会主

义核心价值观的引导作用，将显性教育与隐形教育相结合，构建积极向上的课程育人体系[6]。 
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