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摘  要 

EM (Expectation Maximization)算法是统计学中的核心算法，也是本校近代数理统计课程教学过程中的

一个重难点。论文采用案例式、启发式、研讨式教学方法，以基于高斯混合模型(GMM)的轴承退化阶段

划分问题为例，引导学生发现隐变量模型极大似然估计(MLE)存在的困难，设计问题链启发学生探寻参

数估计的数值方法，并总结出EM算法的一般过程。基于matlab编程可视化EM算法下的GMM模型参数更

新过程，对比MLE目标函数和EM迭代目标函数，分析EM算法的内涵思想并结合图形进行直观展示，并

且挖掘其中蕴含的思政元素，在知识传授的同时实现价值塑造。 
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Abstract 
Expectation maximization (EM) algorithm is a core algorithm in statistics and also a key and difficult 
point in the teaching process of modern mathematical statistics courses in our school. The paper 
adopts a case-based and heuristic teaching method, taking the Gaussian Mixture Model (GMM) 
based bearing degradation stage division problem as an example, guiding students to discover the 
difficulties of maximum likelihood estimation (MLE) in the latent variable model, designing a prob-
lem chain to inspire students to explore numerical methods for parameter estimation, and summa-
rizing the general process of EM algorithm. Based on Matlab programming, the parameter update 
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process of GMM based on EM algorithm is visualized. Comparing the MLE objective function and EM 
iteration objective function, the intrinsic thought of EM algorithm is analyzed and visually displayed 
with graphics. The ideological and political elements are also explored, so as to achieve value shap-
ing while knowledge transmission. 
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1. 引言 

随着国防和军队改革的深入推进，全军兴起加强军事人才建设热潮，也对军校研究生教育提出了新

的要求：针对服务实战中人才培养的需要，从学术型人才培养向应用型人才培养转变，保证国防和军队

改革后的战斗力[1]。而当前军校研究生培养面临着课程内容理论性较强、科学研究工作与人才培养的结

合不紧、学生自身积极主动性不够等问题。如何从科学研究和服务部队两个方面出发，建设以学生能力

素质提升为主线，以创新能力培养为核心的课程，是军校研究生教育的重点任务[2]。 
近代数理统计是面向我校研究生开设的一门选修课程，课程聚焦于统计学中的概念、理论和方法，

为学生依据实际问题进行建模或通过统计推断发现问题的内在规律提供科学方法，支撑研究生的专业方

向课程学习，启迪研究生分析问题和解决问题的思维[3]。在学情方面，选修该门课程的学生已经选定研

究方向，具备了一定的文献查阅能力、问题分析能力和科研探索能力，但是数理统计基础参差不齐，容

易对数理统计中的抽象原理望而生畏，同时非常关心如何应用数理统计方法解决实际问题，希望从课程

中学习到能应用于专业领域的知识和方法[4]。 
在工程实践中，存在大量对观测不完整数据或者含有隐变量的模型做参数估计的问题。直接采用极

大似然估计方法通常无法获得参数估计的解析表达式，EM 算法是针对此类问题的一种有效的数值求解

方法[5]。EM 算法是统计学中的核心算法，是高斯混合模型、隐马尔可夫模型、深度生成模型等众多机

器学习方法的理论基础，也是近代数理统计课程教学中的一个重难点。 
基于这样的国防需求、课程目标和学情特点，我们采用案例式、启发式、研讨式教学方法进行 EM 算

法的教学设计，在提高课程的专业应用性的同时，注重学生多维能力的培养。本次课以基于 GMM 的轴

承退化阶段划分问题为引例，引导学生发现在对不完整观测数据或隐变量模型做极大似然估计时面临的

困境以及设计数值解法的必要性。拆解问题并组织学生进行课前思考和课上讨论，使其逐步探索总结出

EM 算法的迭代更新过程，进而应用算法解决引例问题，再结合 matlab 编程使学生对迭代过程有更加直

观的认识。最后，对比 MLE 目标函数和 EM 迭代目标函数，深入分析 EM 算法的思想内涵，证明 EM 算

法的有效性和收敛性。具体实施过程在 2~5 节展开介绍。 

2. 基于 GMM 的轴承退化阶段划分问题 

2.1. 问题阐述 

轴承寿命预测对于开展机械设备健康管理，提高旋转机械运行安全性、可靠性具有重要意义，其中

轴承退化阶段的划分能够有效提高其寿命预测的精度[6]。现实应用中通常缺乏大量故障标记数据，经常
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采用无监督的聚类算法进行轴承退化阶段的划分，高斯混合模型(GMM)就是一种有效的聚类算法： 

 ( ) ( ) ( )|
1

, 1 | 1
K

k k
X Y

k
p x P y p x yθ

=

= = =∑  (1) 

其中随机变量 Y 表示轴承所属退化阶段，其取值为 K 维 one-hot 编码向量 ( )1 2, , , ky y y� ， 1ky = 代表轴

承属于第 k 个退化阶段，每个退化阶段的轴承服从多元高斯分布，即 

 ( ) ( ) ( ) ( )T 111
222| | 1 2 e , 1, 2, ,k k k
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X Y kp x y k K

µ µ−− − Σ −−− Σ =π= = �  (2) 

为简化后续表达，将(1)式记为 

 ( ) ( )
1

, ,
K

k k k
k

p x p xθ α θ
=

= ∑  (3) 

其中 ( )1 1 2 2, , , , , ,K Kθ α θ α θ α θ= � 为总体参数，且
1

1
K

k
k
α

=

=∑ ，于是 ( )1 2~ 1: , , , KY PN α α α� 。 

轴承退化阶段划分的目的是通过观测数据 ( )1 2, , , Nx x x x=� � ，推断出每个成分的参数 kθ 以及每个轴承

( )1,2, ,ix i N= � 所属的退化阶段 iy 。事实上，只要(3)式中的所有参数已知，即可得到 iy 的条件分布为： 
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|
|

|

, | ,
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X Y
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P y P x y
P y x

P y P x y
θ θ

θ
θ θ

=
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 (4) 

所以解决轴承退化阶段划分的核心问题还是要通过观测 ( )1 2, , , Nx x x x=� � 估计总体参数 
( )1 1 2 2, , , , , ,K Kθ α θ α θ α θ= � 。 

2.2. GMM 参数估计的困难 

课前向学生发布预习问题 1~3，课堂中组织学生交流汇报。 
问题 1. 已知观测数据 ( )1 2, , , Nx x x x=� � 时，请尝试采用 MLE 方法估计总体参数。 
不难发现对数似然函数具有如下形式： 

 ( ) ( )
1 1 1
log , log ,

N N K

i k k i k
i i k

p x p xθ α θ
= = =

=∑ ∑ ∑  (5) 

其中包含求和项的对数，在关于参数求偏导时，导数形式复杂，很难或者无法求得参数估计的解析表达

式。而当问题无法解析求解时，我们通常会尝试迭代的数值算法，EM 算法就是一种针对不完整观测数据

或隐变量模型参数估计的数值迭代算法。 

3. EM 算法迭代过程探索 

数值迭代算法，通常预先给定一个初始值，通过分析目标函数在当前取值下的性质，构造出下一步

的参数迭代公式。这里我们采用类似的方式，考虑下面两个问题。 

3.1. 模型参数给定时隐变量(轴承退化阶段)后验分布的推断 

问题 2. 当已知参数为 ( )1 1 2 2, , , , , ,t t t t t t t
K Kθ α θ α θ α θ= � 时，分析观测为 ( )1 2, , , Nx x x x=� � 时，退化阶段变

量 Y 的后验分布是什么？ 
对学生的讨论结果进行总结，对于问题 2，有： 

 ( ) ( )
( )

1

,
1| ,

,

t t
k k i kk t

i i K
t t
k k i k
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P y x
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将 ( )1| ,k t
i iP y x θ= 记为 kty ，则 ( )1 2~ 1: , , ,t t Kt

i i i iY PN y y y� ，即隐变量的后验分布和先验分布一样，属

于多项分布。 

3.2. 隐变量(轴承退化阶段)已知时(3)式的 MLE 

问题 3. 当隐变量也可观测时，根据观测数据 ( ) ( )1 1, , , , , ,N Nx y x x y y=� � � � 能否对(3)式中的参数做

MLE？ 
总结学生讨论结果，轴承特征随机变量 X 和退化阶段随机变量 Y 的联合分布如下： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )|
1 1

, , , | , , ,
k kk K Ky yy

X Y k k k k k k
k k

p x y P y p x y p x p xθ θ θ α θ α θ
= =

   = = =   ∏ ∏  (7) 

已知观测数据 ( ) ( )1 1, , , , , ,N Nx y x x y y=� � � � 时，似然函数为： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

, , , , ,
k
i

N N K y
i i k k i k

i i k
L p x y p x y p xθ θ θ α θ

= = =

 = = =  ∏ ∏∏� �  (8) 

对似然函数求对数，得对数似然函数为： 

 ( ) ( )
1 1

log log log ,
N K

k k
i k i k i k

i k
L y y p xθ α θ

= =

= +∑∑  (9) 

对数似然函数关于参数求偏导，可得： 

 ( ) ( )
1

log ,log N
k i kk

i
ik k

p xL
y

θθ
θ θ=

∂∂
=

∂ ∂∑  (10) 

其中 k
iy 取值为 0 或 1，相当于只利用样本中属于第 k 个退化阶段的轴承特征，来估计 GMM 中第 k 个成

分的参数 kθ 。 
对于成分占比参数 kα ，极大化(9)式相当于求解如下约束优化问题： 

 
1, , 1 1 1
max log    s.t. 1

K

K N K
k
i k k

k i k
y

α α
α α

= = =
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�

 (11) 

利用拉格朗日乘子法，可得
1

1 N
k

k i
i

y
N

α
=

= ∑ ，即样本中属于第 k 个退化阶段的个体所占比例。 

3.3. EM 算法的迭代过程 

问题 2 和问题 3 是比较容易解决的，也就是说在总体参数给定的情况下，可以根据观测轴承推断其

所属退化阶段的后验分布，在轴承退化阶段也可观测的情况下，能够通过 MLE 得到总体参数的显式估

计。如果交替进行这两步，就可以得到参数的一种迭代更新过程，但是问题 2 中给出的是分布，而问题

3 中用到的是观测值，如何衔接这两个过程呢？ 
联系随机变量的分布和随机变量的观测值，有两种简单途径：第一种是从分布中随机抽样得到观测

值，第二种是按照分布对所有可能得观测值求期望。两种途径各有优缺点，抽样法能保证可行的数值计

算，但是需要设计抽样方法缓解以偏概全现象，期望法比较全面，但是当分布形式复杂时，难以获得显

式表示。当采用第二种途径时，对应的迭代过程就是 EM 算法： 
E 步：当参数 ( )1 1 2 2, , , , , ,t t t t t t t

K Kθ α θ α θ α θ= � 时，计算完整观测下的似然函数 ( ), ,p x y θ 或者对数似然函

数 ( )log , ,p x y θ 关于条件分布 ( )| , tP y x θ 的期望： 

 ( )( ) ( )( ), , | , log , , | ,t t
Y YE p x Y x E p x Y xθ θ θ θ  或   (12) 
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上述期望可以看作是参数θ 的函数，记为 ( ), tQ θ θ 。 

M 步：将 ( ), tQ θ θ 极大化，得到参数迭代公式 

 ( )1 arg max ,t tQ
θ

θ θ θ+ =  (13) 

4. 基于 EM 算法的引例问题求解 

4.1. GMM 参数迭代公式推导 

回到 GMM 中，(8)式中的似然函数关于条件分布 ( )| , tP y x θ� � 的期望为： 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )| ,

1 1 1 1
| , , ,

k t kt
Y i i i

N K N KE y x yt
Y k k i k k k i k

i k i k
E L x p x p x

θ
θ θ α θ α θ

= = = =

   = =   ∏∏ ∏∏�  (14) 

(9)式中的对数似然函数关于条件分布 ( )| , tP y x θ� � 的期望为： 

 ( )( ) ( )
1 1

log | , log log ,
N K

t kt kt
Y i k i k i k

i k
E L x y y p xθ θ α θ

= =

= +∑∑�  (15) 

记 ( )( )log | , t
YE L xθ θ� 为 ( ), tQ θ θ ，则其关于参数的偏导为： 
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1

, log ,t N
k i kkt

i
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Q p x
y

θ θ θ
θ θ=

∂ ∂
=

∂ ∂∑  (16) 

将 ( ),k i kp x θ 替换为(2)式中的多元高斯分布可得： 

 
( ) ( )1

1

, t N
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i k k
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Q
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θ θ
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µ
−

=

∂
= Σ −
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1

, t N
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i k k k k k
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Q
y x x

θ θ
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=

∂
 = −Σ +Σ − − Σ ∂Σ ∑  (18) 

令偏导为 0，即可获得如下参数更新公式： 

 
( )( )T1 1

1 11 1

1 1

               

N N
kt kt t t
i i i i k i k

t ti i
k kN N

kt kt
i i

i i

y x y x x

y y

µ µ
µ

+ +

+ += =

= =

− −
← Σ ←
∑ ∑

∑ ∑
 (19) 

参数 kα 更新方式与 3.1 中类似， 1

1

1 N
t kt
k i

i
y

N
α +

=

← ∑ 。 

这些迭代公式和单高斯分布参数极大似然估计的公式非常类似，差别是 GMM 迭代公式中为每个观

测值赋予了权重 kt
iy 。 

4.2. 基于 matlab 的 GMM 参数迭代过程展示 

通过 matlab 编程实现上述迭代过程，图 1 展示了包含两个成分的一维高斯混合模型的参数和类别划

分迭代过程。其中黑色曲线代表真实的 GMM 模型概率密度曲线，红色和蓝色曲线分别代表学习到的两

个一维高斯分布成分，底部的红色“*”和蓝色“。”代表两种数据划分结果。可以看到随着迭代次数的增

加，学习到的两个成分期望逐渐逼近真实数据分布中的期望，数据划分结果也逐渐接近真实数据类型。 

5. EM 算法的理论分析 

前面几部分启发式地探寻了 EM 算法的迭代更新步骤，并且通过一维高斯混合模型示例直观展示了
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EM 算法的效果。下面我们从理论角度分析证明 EM 算法的思想内涵和有效性。 

5.1. EM 算法的思想 

首先，比较 EM 迭代优化目标 ( ) ( )( ), log , , | ,t t
YQ E p x Y xθ θ θ θ= 和极大似然估计的优化目标 

( )log ,p x θ 。 
 

 
Figure 1. Iterative update process of one-dimensional GMM 
图 1. 一维混合高斯模型的迭代更新过程 
 

以连续型隐变量为例，也就是比较 ( )log ,p x θ 和 ( ) ( )log , , | , dtp x y p y x yθ θ∫ ，我们选择从 ( )log ,p x θ

出发逐步向 ( ) ( )log , , | , dtp x y p y x yθ θ∫ 靠拢： 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ), ,

log , log , , d log | , d
| ,

t
t

p x y
p x p x y y p y x y

p y x
θ

θ θ θ
θ

= =∫ ∫  (20) 

其中 log x 为凹函数，根据 Jensen 不等式，可得： 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, ,
log , log | , d

| ,

log , , | , d log | , | , d

, | ,

t
t

t t t

t t

p x y
p x p y x y

p y x

p x y p y x y p y x p y x y

Q H p y x

θ
θ θ

θ

θ θ θ θ

θ θ θ

≥

= −

 = +  

∫

∫ ∫  (21) 
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其中 ( )| , tH p y x θ 
 和优化参数θ 无关，(21)式说明 EM 迭代优化目标 ( ), tQ θ θ 是 MLE 优化目标

( )log ,p x θ 的下界，也就是说 EM 算法中每个 E 步，都是在当前参数 tθ 下求 ( )log ,p x θ 的下界函数，再

用下界函数的极大值点来更新参数，过程如图 2 所示。 
虽然无法直接求得 ( )log ,p x θ 的极大值点，但是按照这样的学习过程，在迭代过程中参数会朝着极大

值点不断靠近，最终能够达到极大值点的任意小邻域内。这样的学习过程也蕴含着人生哲理：不积跬步

无以至千里，不积小流无以成江海，在学习和工作中，每天积累一点，我们就会朝着目标不断靠近。 

5.2. EM 算法的收敛性 

从图 2 中直观来看，EM 算法之所以有效，是因为随着参数的迭代更新， ( )log ,p x θ 在不断提高，

这一结果是可证明的。 
定理：EM 算法在每一次迭代后，都有 ( ) ( )1log , log ,t tp x p xθ θ+ ≥ 。 

 

 
Figure 2. Parameter learning process of EM algorithm 
图 2. EM 算法参数学习过程 

 
证明：根据条件概率公式，有： 
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两边取对数，则有： 

 ( ) ( ) ( )log , log , , log | ,p x p x y p y xθ θ θ= −  (23) 

两边同时关于条件分布 ( )| , tP y x θ 求期望，可得： 
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将 tθ 和 1tθ + 代入 ( )log ,p x θ 再相减，可得： 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

log , log , , ,

log | , | , d log | , | , d

t t t t t t

t t t t

p x p x Q Q

p y x p y x y p y x p y x y

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

+ +

+

 − = − 
 − − ∫ ∫

 (25) 

https://doi.org/10.12677/ces.2025.131053


杜芳，方晓峰 
 

 

DOI: 10.12677/ces.2025.131053 401 创新教育研究 
 

因为 ( )1 arg max ,t tQ
θ

θ θ θ+ = ，所以等式右边第一项 ( ) ( )1, , 0t t t tQ Qθ θ θ θ+ − ≥ ，将等式右边第第二项

记为 K，对其做等价变换，有： 

 
( )
( ) ( )

1| ,
log | , d

| ,

t
t

t

p y x
K p y x y

p y x

θ
θ

θ

+

= ∫  (26) 

根据 Jensen 不等式，有： 
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( ) ( ) ( )

1
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| ,
log | , d log | , d log1 0

| ,

t
t t

t

p y x
K p y x y p y x y

p y x

θ
θ θ

θ

+
+≤ = = =∫ ∫  (27) 

综上所述， ( ) ( ) ( ) ( )1 1log , log , 0 log , log ,t t t tp x p x p x p xθ θ θ θ+ +− ≥ ⇔ ≥ 。 

再根据单调有界原理，若 ( )log ,p x θ 有上界，则 EM 算法收敛到 ( )log ,p x θ 的稳定点。从图 2 也可以

看出，EM 算法不能保证收敛到全局最优点，而且收敛位置受到初值影响。较为可行的办法是选取几个不

同的初值进行迭代，然后在多个估计间加以选择，减轻初值选取对结果的影响[7]。 

6. 教学效果分析 

学生通过查阅资料和课前讨论，针对教师课前给出的 3 个问题做了充分准备，并且在授课过程中主

动发言，课堂参与的主动性和积极性被充分调动。此外学生的科研兴趣也得到了激发，在课后进一步追

踪 EM 算法的研究进展及其在前沿机器学习方法中的应用。批改课后大作业发现，作业的结构完整度、

统计方法和专业应用的契合度都有明显提升，学生基本都能通过编程实现算法。此外，通过微信群向选

修课程的 12 名学生发出调查问卷，请他们对本节课的教学效果进行评价，统计结果分析见表 1。 
 

Table 1. Feedback on class effectiveness of EM algorithm 
表 1. EM 算法课堂效果反馈 

调查项目 备选项及对应占比 

对教学模式是否满意？ 

A. 非常满意(占比 91.7%) 

B. 满意(占比 8.3%) 

C. 不满意(占比 0%) 

对教学内容是否满意？ 

A. 非常满意(占比 100%) 

B. 满意(占比 0%） 

C. 不满意(占比 0%) 

对能力提升是否有用？ 

A. 非常有用(占比 83.3%) 

B. 比较有用(占比 16.7%) 

C. 不太有用(占比 0%) 

对专业研究是否有帮助？ 

A. 非常有帮助(占比 83.3%) 

B. 比较有帮助(占比 16.7%) 

C. 帮助不大(占比 0%) 

7. 结语 

本节课以与学生专业相关的轴承退化阶段划分问题为引例，结合课前问题，引导学生发现隐变量模

型极大似然估计中的困难，从而探索迭代数值算法，总结 EM 算法的一般步骤，并应用其解决引例问题，
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培养了学生分析问题、解决问题的能力，锻炼了学生的探索思维，提高了学生的创新意识。最后通过理

论推导，分析 EM 算法的内涵和收敛性，培养学生严谨的科研态度，并且挖掘算法中蕴含的思政元素，

在知识传授、能力培养的同时实现价值塑造。学生课堂上主动讨论，课后积极探索并认真完成大作业，

对于课堂效果满意度较高，为课程的进一步建设提供了方向。 
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