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摘  要 

《高等代数选讲》这门课程对扩展学生代数学方面的知识是非常有帮助的。因此，学好这门课程对于学

生后续的学业和职业发展是有益的。本文将以数域这一节为例来探讨高等代数选讲的教学与研究。 
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Abstract 
The course “Selected Lectures in Advanced Algebra” is very helpful in expanding students’ knowledge 
of algebra. Therefore, learning this course well is beneficial to students’ subsequent academic and 
career development. This note will talk about teaching and research of “Selected Lectures in Ad-
vanced Algebra” by taking the section Number Fields as an example. 
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1. 引言 

《高等代数选讲》是很多本科院校数学专业基础课程《高等代数》学习之后的一门选修课程，它通

常被安排开设在大学四年级上学期，但这门课程在许多师范类高校的数学专业里属于必修课程。这门课

程对于计划参加数学专业研究生初试的学生来说是重要的，而且对于选择从事代数学方向研究的学生来

说则是必需的。 
高等代数选讲的教学目标是通过该课程的学习使学生对高等代数的基础知识、基本概念、重要定理

有更深刻的认识和理解，对高等代数中的基本思想方法能够融会贯通，扩大学生的知识面；培养学生在

学习过程中善于思考，敢于提出问题和勇于寻找解决问题的方法和创新能力，以提高学生的自身素质，

为后续课程的学习和工作做准备；数学专业毕业的很多学生会从事数学教育工作，因此，在此课程中要

有引导学生掌握用高等代数的思想、方法、理论与观点指导和分析数学中和现实生活中的相关问题。 
郜博等在[1]中提到，综合法、分析法、反证法与数学归纳法在高等代数中有一系列的应用。覃利华

等在[2]中阐述了高等代数课程的思政教学设计。杨胜等在[3]中以高等代数中重要的知识点维数公式为例，

讨论了高等代数的教学设计与实践。 
本文将以数域这一节为例来浅谈高等代数选讲的教学与研究。数域作为北大版《高等代数》[4]教材

的第一节，看似平淡无奇，实则内含玄机。可以说，只要数域发生变动，该教材中后续的内容就会发生

改变。因此，这一节是非常重要的。 

2. 教学 

2.1. 教学过程中要多讲例子 

高等代数教材中所讲述的代数概念与定理经过数百年来的发展和演变已经取得了近乎完美的形式，

受教学大纲的安排和教学课时的限制，不可能完整地描述出相关的历史发展过程。这就使学生感觉所学

理论高度抽象和难以理解，在学习过程中难免产生畏难情绪。事实上，教材中有很多理论都是经过几代

数学家花费漫长的时间而最后定型的，这期间经历了很多次的尝试。在教学过程中，让学生明白这一切，

不仅能提高他们对代数的认识和理解，而且也会增加他们钻研的勇气。因此，教学过程中鼓励学生阅读

数学史方面的著作[5]。如[6]中所言，将数学哲学、数学史与数学教育的结合，对于我国数学教育改革来

说，有着特别重要的意义。正如靳平教授在[7]中所写，把相关的数学史知识和所讲授的内容有效地结合

起来，不仅能活跃课堂气氛，启发学生思维，而且教学效果极佳。 
下面我们给出具体的教学案例。 
首先，介绍“数”的概念萌发于早期人类对事物的计数；结绳与书契可能是所有早期文明中最主要

的计数方法，这就使整数的产生变得比较自然。毕达哥拉斯学派宣称，万物皆可度量，从而有理数得以

产生，但有人发现等腰直角三角形直角边为 1 的时候，它的斜边 2 无法用有理数度量，这也标志着无理

数的产生。该学派为了保守这个秘密，将发现人扔进了大海。越来越多无理数的发现使得人类扩大了数

系到实数域。高斯独立地给出了复数的几何表示，他将复数与平面向量一一对应。高斯把尺规作正十七

边形的几何难题转化为了复数的计算，这一成功使得高斯选择数学而非语言学作为自己的职业。 
其次，提出问题：什么是数域？让学生先观察有理数集合，0，1 属于该集合并且数之间的加、减、
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乘、除(除数不为零)运算之后的值仍然在该集合中。稍后，可以让学生讨论一下实数集合。 
最后，给出数域的定义。数域在北大版《高等代数》[4]教材中的定义为，包含 0，1 的复数集合 P 关

于和、差、积、商(除数不为 0)封闭。在近世代数中，域的定义则较抽象一些。因此，给出数域定义之后，

还要介绍例子来巩固学生对这一概念的理解。 
例 1 ( ) { }3 3 ,Q a b a b Q= + ∈ ，其中Q 是有理数域。显然，该集合包含 0，1，并且它关于加法、

减法、乘法都是封闭的。 
设 3 0a b+ ≠ ，则 3 0a b− ≠ ，否则 3 就是有理数，而通过分母有理化可知 

( )2 2 2 2

3 3 3 3
3 33

c d ac bd ad bc Q
a b a ba b

+ − −
= + ∈

− −+
。 

因此，该集合对于除法也是封闭的。从而， ( )Q 3 是不同于Q 的数域。 
例 2 ( ) { }2, , 1Q i a bi a b Q i= + ∈ = − 也是数域。 
例 3 2 1x + 在有理数域上不可约，在复数域上是可约的。这一例子说明了数域的改变会引起某些性

质发生变化。 
概念的抽象性是高等代数课程的特点之一。正如刘绍学先生在[8]中讲到的：代数是研究带有一些运

算的集合，这是一个概括性强而又很简单的定义；但由于概括性太强，这个定义使人看不到代数的具体

面貌以及其真正关心的内容。例如，高等代数中线性空间的概念在学生看来就比较抽象，在教学过程中，

就可以多介绍一些线性空间的例子，这对于学生加深理解这个概念就会很有帮助。正如，冯克勤先生在

[9]中谈到代数的讲法，关键有两点：一是要让学生心中有足够多的例子；二是要教给学生这门课本质性

的东西。 
华罗庚先生说过，“宇宙之大，粒子之微，火箭之速，化工之巧，地球之变，生物之谜，日用之繁，

无处不用数学”。随着信息化、自动化的发展，数域理论的应用越来越广。例如，在计算机科学中，数域

的概念被应用于数据域管理，数据域是为了实现数据级别的权限隔离而引入的一种方法，通过设置正确

的组织机构和权限，可以实现不同用户对数据的访问控制，确保数据的安全性和隐私性。在密码学中，

数域的应用主要体现在有限域的使用上，有限域是一种特殊的数域，其中的元素数量是有限的。有限域

被用于设计各种加密算法和协议，在加密算法中，它提高了计算效率和安全性。有限域还广泛应用于数

字签名、身份验证等领域，确保了信息的安全传输和完整性验证。这些鲜活的例子不仅能够使学生感受

到高等代数理论的巨大价值，而且能极大激发学生的学习兴趣。 

2.2. 教学过程要激发学生的学习兴趣 

高等代数选讲要在原有高等代数理论知识的基础上，系统深入地介绍对称多项式、线性函数与对偶

空间、酉空间、酉变换、多重线性函数等相关内容，这些内容对学生思辨能力的培养具有积极作用。思

辨能力即思考辨析能力，所谓思考指的是分析、推理、判断等思维活动，辨析指的是对事物的情况、类

别、事理等的辨别分析，在教学过程中，使学生通过这门课程的学习，在分析、推理、判断等各方面获得

收益，为学生的后续学习和职业发展奠定基础。 
德国的著名教育学家斯普朗格说过：“教育的最终目的不是传授已有的东西，而是要把人的创造力

量诱导出来，将生命感、价值感唤醒。”在如今信息化时代，知识已不再是稀缺资源，我们在教学过程中

要更加注重思维的培养、能力的培养、兴趣的培养。高等代数选讲的教学过程中更要激发学生的学习兴

趣，因为兴趣往往是学习和研究的最好动力与持久创造源，在讲授数域这一节时，通过代数学史上一些

激动人心的故事来提高学生了解这门课程魅力与美丽之处。 
例如，高斯在小时候，为了获知每年复活节的日期，推导出了复活节日期的计算公式。高斯在晚年
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还参与了地理测量工作，他的工作成果对地图的绘制产生了深远影响。有人调侃说：“高斯不仅是数学

王子，还是地图界的‘高管’”！高斯的故事告诉我们，数学不仅仅是冷冰冰的数字和公式，它也可以

是充满温度和幽默的生活。高斯的名言“数学是科学的女王，而数论是数学的女王”充分体现了他对数

学的热爱。高斯的《算术探索》是数论领域的经典之作，在这部著作中，他系统地阐述了数论的基本概

念和定理，为后来的数学家研究数域提供了重要理论基础。高斯利用复数知识证明了代数基本定理，解

决了数学史上困扰人类很长时间的代数问题。显然，这些成就的取得离不开高斯对代数学的兴趣。 

3. 研究 

我们要引导学生从不同侧面去刻画和理解同一个数学定理，培养全方位多角度分析研究问题的能力

和习惯，这样对问题的理解也必然更加深刻，相关概念之间的联系会变得更加紧密和自然。正如，横看

成岭侧成峰，远近高低各不同，不识庐山真面目，只缘身在此山中；进而，体会到—不畏浮云遮望眼，只

缘身在最高层。 
在数域这节的教学过程中，直接讲述其定义的时候，通过向学生(一个授课班大概 80 人)询问，有 95%

的学生觉得数域这节很平常，但是这节中存在可以延伸的问题供学生研究。例如，这节中所讨论的数域

都是无限集合，是否存在有限集合的数域？一位本科生在选修高等代数选讲的过程中注意到了该问题，

对它产生了兴趣进行研究，最终完成了一篇论文。在该同学参加研究生复试时，该篇论文为他获得了加

分项。 
因此，高等代数选讲课程中的内容完全可与科学研究前沿问题以及现实生活中的问题相融合。在研

究过程中，要鼓励学生具有批判精神敢于质疑权威，要独立思考，这对于学生的学习进步将有积极作用。 

4. 结语 

李国重等在[10]中提到，化解高等代数抽象性的方法，可从还原概念提炼过程、类比、对比和概念辨

析等出发，这对于提升高等代数课堂教学质量，提高学生抽象思维能力和创新能力都具有积极意义。本

文中介绍的“数系发展史”，是从概念的产生出发，结合数学史使得抽象的概念变得有趣且具体。 
安润玲[11]采取并实施了启发式、探究式和讨论式的研究性教学方法，提高了高等代数课程的教学质

量和教学效果。本文提到在数域的教学过程中，通过采取不同教学模式，激发学生学习与研究兴趣，提

升了学生的创新意识，故有一名本科学生发表一篇关于有限域的论文，教学效果明显。 
2024 年 11 月，教学过程中作者加入数学史来激发学生学习的兴趣进行了 80 位同学的问卷调查，问

卷评价中，学生针对 5 个问题回答。具体结果见下表 1： 
 

Table 1. 80 students’ evaluation of teaching effect 
表 1. 80 名学生对教学效果的评价 

问题 评价 

1. 比起直接讲授，这种方式较好 76 人打勾 

2. 比起直接讲授，这种方式不好 4 人打勾 

3. 数学史的加入有助于知识掌握 71 人打勾 

4. 数学史的加入无助于知识掌握 9 人打勾 

5. 数学史的加入提升学习的兴趣 80 人打勾 
 

从表中的评价来看，教学过程中加入数学史的介绍对提升学生的学习兴趣和知识的掌握具有良好的

作用。事实上，在作者授课过程中，每当介绍起数学史上激动人心的故事时，学生们总是听的认真、津
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津有味，并且课堂氛围也变的很活跃。 
《高等代数选讲》这门课程具有抽象性，对大学本科生而言学习起来有些困难。虽然笔者结合近些

年的教学经验，提出了高等代数选讲课程教学与研究的一些做法与实践，但仍然不够成熟，在实际过程

中还会有新的问题出现这需要我们根据实际情况通过一些教学手段和方法的改进来激励、提高学生对该

课程的学习和研究兴趣。 
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