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摘  要 

课堂教学的核心是传授知识，但知识的传授不仅仅是把课本所载内容在课堂上复述出来，而是要将所授

知识与相关知识进行联动与扩展，形成发散式的课堂，再进行讲授，使得课堂知识传授在更广阔的空间

开展，达到全方位传递知识，并启发思维，激发创新探索意识和主动性的目的。本文以高等数学中两个

重要极限教学为例，对知识联动与扩展的发散式课堂构建进行深入探讨。 
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Abstract 
The core of classroom teaching is to impart knowledge, but the transmission of knowledge is not 
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merely about recounting the content from textbooks in class. Instead, it involves linking and ex-
panding on the knowledge being taught to create a divergent classroom environment. This ap-
proach allows for a broader dissemination of knowledge, achieving comprehensive transmission 
and stimulating thinking, innovation, exploration awareness, and initiative. In the paper, it uses the 
teaching of two important limits in advanced mathematics as an example to delve into the construc-
tion of a divergent classroom that facilitates the linkage and expansion of knowledge. 
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1. 引言及提出问题 

课堂教学活动的核心任务是传授知识，教师通过课堂讲授、组织实验和实践等教学活动，将知识以

适当的途径传递给学生，使学生接受，并引导学生将知识转化为学生学习能力和实践能力持续增长的新

能力基础。在课堂教学活动中，教师传授知识时，不应只是把课本所载的内容转述给学生，而是通过对

知识的消化掌握，将所授知识与相关知识进行联动与扩展，形成以点带面发散式课堂建构。 
发散式教学是以现代教育心理学、认知科学等理论为基础的一种教学理论。发散式教学强调在教学

过程中，教师应引导学生从不同角度、不同层面进行思考和探索，以激发学生的思维活力，培养其创新

能力和解决问题的能力。发散式教学的主要特点是：教学中鼓励学生自由思考，不拘泥于固定的答案和

思维模式，即具有较强的开放性；教学中通过提问、讨论等方式与学生进行互动，激发学生的学习兴趣

和主动性，即具有较强的互动性；教学中注重培养学生的创新意识和实践能力，鼓励学生在学习中不断

探索和创新，即具有较强的创造性。如美国著名的教育心理学家、认知心理学家布鲁纳就认为，在教学

过程中教师的作用是要形成一种学生能够独立探究的情境，而不是提供现成的知识。这就相当于是指出

教学过程应该是发散式的。发散式教学认为学生的学习过程是一个主动建构知识的过程，而不是被动地

接受知识。在本文中，主要专注于发散式课堂的构建。在本文中所谓的发散式课堂，主要是指课堂教学

中在原有授课内容基础上，对知识进行联动和扩展，主要表现在一是知识发散，即原授课内容带动对新

知识、新领域的了解；二是思维发散，即将原授课内容思维进行发散，从不同方向、途径和角度重新认

识知识，寻求新的答案。 
以大学高等数学课堂教学为例，由于高等数学课程有其自身的特殊性，绝大多数学生在上课前不会

主动做好预习工作，一般都是靠教师的讲授被动式地接受知识，也就是说接受知识的主动性较差。 因此，

大多数老师在很多情况下是要将知识传授给毫无准备的学生，于是就存在许多需要解决的问题，这对教

师和课堂提出了更高的挑战：(1) 要吸引学生的注意力和激发学生的学习兴趣，就要掌握所授知识的来龙

去脉，即知识的历史、文化价值；(2) 用什么样的方式开展教学活动才更能让学生主动接受知识的意愿更

强，这就需要教师构建发散式的课堂，而不是形式单一、呆板、固化的课堂；(3) 教学中怎样激发学生探

索新知识的动力，这需要教师进行知识多元化且相互联动的教学设计，进行知识与知识，新知识与已有

认知，教师与学生等的联动与扩展，推进学生对知识多元化的了解和认知，认可新知识的重要价值，才

能主动进行学习与探索，更好地掌握新知识。 
本文以高等数学课程中两个重要极限的教学为例，对创建知识联动扩展的发散式课堂构建进行探讨，
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以期能够对改进课堂教学和对提升教学质量有所裨益。  
当前，几乎所有的国内高等数学教材中都特别仔细的介绍了两个重要极限，其中第一个重要极限为 

0

sinlim 1
x

x
x→

= ，第二个为
1lim 1

x

x
e

x→∞

 + = 
 

。教材中把这两个极限称为“重要极限”但是却未专门解释为什么 

这两个极限是重要的，老师上课也很少解释。于是教学中会产生两方面的问题：(1) 从教师的角度来说，

备课时应该思考这个问题，能够对重要性有一定的理解的掌握，在有学生问起时能够回答。(2) 从学生的

角度来说，应该产生疑问，这两个极限的重要性体现在哪里。师生都理解或者体会到其重要的本质，才

能真正重视这两个极限并有意愿和兴趣将其掌握。到现在为止，已经很多文献从不同的方面讨论了两个

重要极限的重要性，但大多集中在如何利用两个重要极限求一些新的极限，或者是讨论这两个重要极限

本身的一些新的性质[1]-[12]，而忽视了这两个重要极限的应用价值和文化价值，因此大多数情形下在两

个重要极限的课堂教学形式单一而且呆板。 
在教授一般课本中所列两个重要极限内容的基础上，本文接下来紧扣“重要”二字，先讨论重要极限

在理论和应用上重要性的联动与扩展，再讨论重要极限文化价值重要性的联动与扩展，从而为发散式课堂

奠定基础。然后以两个重要极限的教学设计为例，探讨知识联动与扩展的发散式课堂构建，进行教学改革

探索与研究，使课堂教学内容丰富、融合文化教育，从而更加具有活力。最后，在对新教学方式所产生的

实际教学效果进行总结陈述的基础上，对进行知识联动与扩展的发散式课堂构建的意义进行了深入总结。 

2. 重要极限理论及应用上重要性的联动与扩展 

在教授重要极限这部分内容时，仅仅把两个重要极限的形式讲授给学生，那教学就太过呆板和僵化。

在进行教学设计时，如果将重要极限与其它知识，如其推广的更广泛的形式，其在推导其它函数的导数

等，进行联动与扩展，能使教学内容更加丰富，教学过程更加充实和灵活。 

2.1. 理论上重要性的联动与扩展 

(1) 更一般的形式和求极限 
首先，两个重要极限可以推广到更一般的情形。 

推论 1：若变量 y 是某变化过程中的非零无穷小量，在该变化过程中有
sinlim 1y

y
= 。 

推论 2：若变量 y 是某变化过程中的无穷大量，在该变化过程中有
1lim 1

y

e
y

 
+ = 

 
。 

利用上述更一般的结果，可以推导出更多深刻的极限结果，而当中有不少结论对数学或其他学科的

发展产生了深远的影响。 

第一个重要极限为例，它是
0
0
型极限，由推论 1，我们可以计算得下面的新极限： 

1

sinlim cos
2

n

kn k

x x
x→∞ =

=∏ 。 

在极限中再令
2

x π
= ，可以得到圆周率π 的无穷乘积表达式，即： 

1
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

π
=

⋅ + ⋅ + + 

。 

此即法国数学家韦达在 1593 年发表的韦达公式，它是数学史上第一次用无穷乘积来表示一个数，同
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时也是对于圆周率π 的认识上的重大突破。在此之前，人们对圆周率的估算通常以几何方法为主，即割

圆术，当中最重要的代表就是我国数学家祖冲之的结果，他使用割圆术计算到圆内接正 24576 边形，求

得圆周率的值在 3.1415926 与 3.1415927 之间。而韦达公式则表明，除了几何方法外，我们还可以通过计

算无穷乘积来估算圆周率，这一重要发现，一方面加深了人们对圆周率的认识，另一方面，这也启发了

后世数学家探索圆周率的其他表示形式(如沃利斯公式等)。从韦达公式的推导中，第一个重要极限起到了

关键的作用，可以说该极限在几何和代数之间架起了一座桥梁，把圆周率计算的几何问题转化为代数计

算问题，促进了人们对几何学和代数学的深入研究。 
第二个重要极限是1∞ 型极限，说明了在极限过程中变量是幂指函数型，且底数趋向于 1，指数趋向

于∞，利用第二个重要极限可以得到概率论中有着重要应用的极限：设数列{ }np 满足 lim nn
np λ

→+∞
=  ( 0λ >

为常数)，则对任意非负整数 0 k n≤ ≤ ，有 

 ( )lim 1
!

k
n kk k

n n nn
C p p e

k
λλ− −

→+∞
− = 。 

事实上，此极限正是概率论中重要的泊松定理。这个极限表明，若随机变量 X 服从二项分布 ( ),B n p ， 

当 n 很大，p或1 p− 很小时，则二项分布可以直接用泊松分布来近似计算，即 ( ) ( )
1

!

k
n kk k np

n

np
C p p e

k
− −− ≈ 。 

因此，泊松分布在描述稀疏流事件的概率分布中有着广泛的应用，包括电话呼唤次数、原子放射的粒子

数、自然灾害发生的次数等，它们都近似地服从泊松分布。从中也可看到第二个重要极限的关键作用，

以及数学分析理论在概率论中的重要应用，而这也是古典概率论向近现代概率论发展的重要一步。 
(2) 得到常用等价无穷小 
由两个重要极限，可以推得常用的等价无穷小。例如由第一个重要极限得知 siny x= 在靠近 0 处的

收敛速度与 y x= 几乎一致，即有 
推论 3： ( )sin ~ 0x x x → 。 
运用三角函数公式和三角函数连续性，由推论 3 就可以得到如下的等价无穷小： 

( )tan ~ 0x x x → ； ( )211 cos ~ 0
2

x x x− → 。 

另外，由第二个重要极限和对数函数的连续性，可以导出如下的等价无穷小 
推论 4： ( ) ( )ln 1 ~ 0x x x+ → 。 

利用推论 2，可知 ( )
1

1
0

lim 1 1 xx a
x

a e−
→

+ − = ，由此，可得 

( )1 ~ ln 0, 0xa x a a x− > → 。 

以上都是函数极限运算中常用的等价无穷小关系，合理的运用它们，在计算一些较为复杂的极限时，

将会有效地降低极限运算的难度。 
(3) 推导其他函数的导数 
有了两个重要极限，根据导数的定义，利用求极限的方法就可推导出很多基本初等函数的导函数。 

如利用第一个重要极限，便可求出 

( )sin cosx x′ = ， ( )cos sinx x′ = − 。 

利用第二个重要极限，便可求出 

( ) ( )1log 0, 1, 0
lna x a a x

x a
′ = > ≠ > ， ( ) ( )ln 0, 1x xa a a a a′ = > ≠ ， ( ) ( )1x x Rα αα α−′ = ∈ 。 
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在知道了以上基本初等函数导数的基础上，利用导数运算法则就可以求所有基本初等函数的导数，

进而就可求一切初等函数的导数。这也说明了两个极限结果的重要性更是毋庸置疑的。 

2.2. 应用上重要性的联动与扩展 

两个重要极限也可用于解决实际应用问题，在教学设计中举出其解决实际应用问题的例子，更能吸

引学生，引起学生的学习 
(1) 在求圆的面积中的应用举例 
魏晋时期数学家刘徵用“割圆术”来求圆的周长、面积以及圆周率。用今天的语言来说，用“割圆 

术”求半径为 r 的圆的面积，就是用圆内接正 n 边形的面积 nA 来逼近，即圆的面积 lim nn
A A

→∞
= 。因为圆

内接正 n 边形可以分成 n 个顶角为
2
n
π

，腰长为 r 的等腰三角形，故
2 2sin

2n
nrA

n
π

= ．所以 

2 2lim lim sin
2nn n

nrA A
n
π

→∞ →∞
= = ．令

2 t
n
π
= ，则由第一个重要极限可知 2 2

0

sinlim
t

tA r r
t

π π
→

= = 。这就相当于用 

第一个重要极限证明了圆的面积公式。  
(2) 第二个重要极限的应用举例 
文献[13]中有一个关于混合气体通过吸收层后所含某种气体的浓度计算的实际应用问题。将这个问

题改写为如下的问题：圆柱形器皿中盛有可吸收某种有害气体的吸收剂。当吸收剂分布均匀时，吸收该

有害气体的量与有害气体的浓度以及吸收层的厚度成正比，比例系数为 k。现有有害气体浓度为 v%的混

合气体通过厚度为 d 的吸收层后，有害气体的浓度为多少? 

将厚度 d 分成 n 层，每层的厚度为
d
n
。将每一层的吸收剂看成是均匀分布的，则混合气体通过第一

层吸收剂后有害气体浓度为 % 1 kdv
n

 ⋅ − 
 

；通过第二层吸收剂后有害气体浓度为
2

% 1 kdv
n

 ⋅ − 
 

；……；通

过第 n 层吸收剂后有害气体浓度为 % 1
nkdv

n
 ⋅ − 
 

。因此，由第二个重要极限，混合气体通过厚度为 d 的 

吸收层后其中有害气体的深度为 

% lim 1

kdn
kd kd

n

kdl v e
n

−
−

−

→∞

 
  = ⋅ − =   
 

。 

类似于上述问题，第二个极限还在连续复利，生物生长，放射性元素衰变等许多问题中出现，具有

非常强的应用性。 

3. 重要极限文化价值重要性的联动与扩展 

3.1. 启发新思维 

(1) 证明中的启发 
第一个重要极限的证明过程构思巧妙，从思想方法角度来说，具有重要的启发意义。在极限 

0

sinlim 1
x

x
x→

= 的证明中，我们通过比较单位圆中圆心角 x 0
2

x π < < 
 

所对的内接三角形、扇形和外接直角 

三角形这三者的面积大小建立不等式：sin tanx x x< < ，然后通过迫敛性定理得到所求极限。证明过程充

分体现出数形结合的思想，同时也是迫敛性定理的重要应用。 
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第二个重要极限的证明则综合运用了单调有界定理、归结原则和迫敛性定理。先证明数列
11

n

n
   +  
   

 

是单调递增且有上界；然后，通过建立夹逼不等式： 
11 1 11 1 1

1

n x n

n x n

+
     + < + < +     +     

， 

以及使用迫敛性定理得到 x →∞时，
11

x

x
 + 
 

存在极限，并且该极限为 e 。第二重要极限的证明是 

单调有界定理应用的典型例子，另外，通过归结原则的运用，也可以看到数列极限与函数极限两者间的

密切联系。 
(2) 对近似计算思维的启发作用 
初等函数是由基本初等函数和常数函数经过有限次四则运算或复合运算产生的，能够用一个表达式

来表示的函数。但初等函数中除多项函数只包含四则运算，可以人工求值外，其余的均很难人工直接计

算其函数值，比如 sin0。1，就不能人工求出。于是寻找这些函数的计算方法，就成为很重要的问题。 
由第一个重要极限可知，当 x 很小时，有 sin x x≈ ，即在 0x = 附近，在精度要求不太高的情况下 sin x

的值可以用 x 来近似。而 x 是一个 1 次多项式，这启发我们对于像 sin ,cos , , lnxx x e x 等函数可否用一个多

项式来近似计算。因此，第一个重要极限是一个很好的启发思考的例子，为后续学习泰勒公式和泰勒级

数等数值逼近方面的知识奠定了一定的基础，也对数值逼近思想方法的更加深刻的理解和认识产生积极

作用。 

3.2. e 的文化价值 

柯朗在《什么是数学》一书中指出：“自然指数函数和它的导数恒等，这实际上是指数函数所有性

质的来源，并且是它在应用上所以重要的原因。”从众所周知指数函数和对数函数的导数 ( ) lnx xa a x′ = ， 

( ) 1log
lna x

x a
′ = 可知，在指数函数与对数函数中如果以 e 为底，则立即有 ( )x xe e′ = ，( ) 1ln x

x
′ = ，即它们 

的导数就变得简单明了。于是，选 e 作为指数函数和对数函数的底数，符合数学简洁、方便及实用及美

观的要求，因此将以 e 为底的对数为自然对数，而将 e 称为自然底数就顺利成章了[14]。  
将 e 取作底数，在各方面都有了很好的应用，如与 e 密切相关的悬链线、双曲正弦曲线、双曲余弦

曲线、对数螺线等。将以 e 为底的指数函数展开成幂级数，使得其在近似计算，微分方程求解等多方面

带来了很多便利。而将实变量推广到复变量后，使得三角函数可以用以 e 为底的指数函数来表示，更使

在很多场合用数学工具解决实际问题获得巨大成功。 

4. 发散式课堂的构建 

好的课堂是在核心知识点的基础上能够以发散的方式呈现，不仅仅是能够展现所授知识点的原貌，

而且要能够对与其相联系的知识进行联接，扩展突破课本的限制，形成内容多元化，呈现方式灵活生动

的由点向外辐射的发散式课堂。在对两个重要极限有了较深的理解和掌握，在进行了知识的联动与扩展

后，就可以构建以点带面的发散式课堂，使知识的传授形成辐射效应，带动知识广度与深度。表 1 中给

出了两个重要极限教学课堂的一种设计模式。限于篇幅和为了使得教学设计可以根据教学实际更加灵活

安排和选择内容，表 1 中只给出了设计的要点，公式、定理、例题、教师语言等都没有具体列入。不过

从表 1 的设计可以看到，其教学设计将重要极限与其他知识联接、扩展，有故事可讲，有方法与技巧可

掌握，有文化熏陶，有价值引领……，整个教学活动丰富而又生动。 
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Table 1. A brief table of instructional design 
表 1. 教学设计简表 

教学

环节 第一个重要极限 第二个重要极限 教学方法 

引入 

先介绍刘徽的“割圆术”的基本思想，然后考察用

圆内接正多边形的面积逼近圆的面积，得圆的面积

为
2 2

lim sin
2n

nr
A

n
π

→∞
= 。令

2
t

n
π

= ，则

2

0

sin
lim
t

t
A r

t
π

→
= ，从而引出需要求

0

sin
lim
x

x
x→

型的极

限的问题。 

在歌剧《白毛女》和民间故事《阿凡

提》中提到了“驴打滚”，“利滚利”

等计算利息的方法，其实就是连续复

利。以连续复利为例，引出许多实际问

题中需要求极限
1

lim 1
x

x
e

x→∞
+ = 

 
 

。 

课堂讲授 

知识

点讲

授 

环节一(知识讲授)：先讲解两个重要极限的证明过程，然后引导学生从证明中感受不等式

构造时的巧妙思想。 
环节二(思维发散)：通过提问： 

(1) 第一个重要极限证明中是如何想到利用单位圆轻松得到不等式 
sin

cos 1
x

x
x

< < ( )0x > 的？这个不等式可否有其他证明方法？ 

(2) 除了课本中第二个重要极限的证明方法外，还有其它的方法，请课后查阅资料，对不

同的证明方法进行比较，从中得到启发。 
由以上问题引导学生感受证明过程的简洁，以及极限形式的简洁之美，引导学生探索是否

有其他的证明方法。 

课堂讲授 

例题

讲解 

环节一(知识发散)：提出形如求极限
( )

2

sin 2
lim

2x

x
x→

−

−
的例题，引导学生共同推广得到两个重

要极限更一般的形式，即若在某变化过程中，α 是不等于 0 的无穷小量， β 是无穷大

量，则两个重要极限有更一般的形式： 

(1) 
sin

lim 1
α

α
= ；(2) ( )

1

lim 1 eαα+ = ， lim
11 e

β

β
=

 
+ 

 
。 

环节二(知识讲授与发散)：列举如求极限
0

tan 3
lim

sin 4x

x
x→
，

2
lim

1

x

x

x
x→∞

−

+
 
 
 

等例题，进行例题讲

解，引导学生掌握利用重要极限求一些新极限的方法，要求学生自行总结利用重要极限求

极限的方法。 
环节三(新知识发散)： 

(1) 由第一个重要极限可知当 x 很小时就有 sin x x≈ ，从而得到在 0x = 附近 sin x 的近似

计算的问题。从而引导学生理解近似计算的思想、方法，启发进一步学习和探索新方向。 
(2) 为解决引例中提出的圆和面积和连续复利的问题，再简要介绍重要极限在生物、化学

等其他领域中的应用，激发学生学习兴趣，进行自主探索和学习。 

环节一：提问、

小组讨论，学生

观察、思考得到

结论 
其他环节：课堂

讲授 

总结

与练

习 

总结(知识和思维发散)： 
(1) 给学生简要介绍两个重要与其他将要学习的知识的联系，激发学生探索和主动学习兴

趣； 
(2) 简要介绍所蕴含的文化价值：生活中“近似”思想的重要性；自然底数 e 的“自然”

如何体现等，给学生提出进一步学习的途径和资料(具体见课外阅读推荐和在线资源)； 
(3) 引导学生自行总结和体会重要极限的“重要性”所在。 

线下练习与巩固：进行课堂练习题；布置课后作业。 
线上练习与巩固：回看配套教学视频，自主在线练习 

总结：课堂讲授 
练习与巩固：线

上、线下相结合 

评价

与提

升 

小测验：课外学习通发布，在线完成，小测验成绩记入平时成绩。 
课程小论文或小组讨论： 

(1) 学生自行总结重要极限之所以重要的原因； 
(2) 查阅资料列举一个不是课堂讲授的重要极限应用实例。教师评分，并记入平时成绩。 

小测验：线上进

行 
小论文或小组讨

论：线上、线下

相结合 
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续表 

推荐

阅读 
李大潜主编《数学文化小丛书》第 4 册：李大潜

《圆周率π 漫话》 
李大潜主编《数学文化小丛书》第

12 册：李大潜《漫话 e》 
线上或线下

自主学习 
课外

资源 学习强国平台(https://www.xuexi.cn)：数学文化相关慕课学习资源 线上自主学

习 

5. 总结 

先是在 2023 级学生重要极限内容的授课中试点进行知识联动与扩展的发散式课堂教学设计，发现学

生主动在课后总结两个重要极限的应用，主动向教师询问相关问题，并对推荐的课外资源产生了深厚的

兴趣。这鼓励了进行课堂构建与创新的信心，于是在 2024 级学生中继续采用这种教学设计，并完善了其

中部分内容。教学结束后，给学生布置了自行总结两个重要极限的为何重要的课程小论文，绝大部分同

学都认真完成。从小论文中可以看出同学们充分的查阅了资料，基本能够总结出重要性的关键所在，这

说明知识联动与扩展的发散式课堂构建的确取得了良好的教学效果。下图 1 是两个不同的班采用发散式

重要极限课堂教学后进行小测验的统计情况，由统计结果可以看出小测验 80 分以上人数的一个班有

85.55%，另一个班有 94.44%，这也进一步验证了教学达到预期效果。 
 

 

 
Figure 1. Statistics of the results of teaching tests in two classes 
图 1. 两个教学班的教学小测结果统计 
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课堂教学中将所授知识与其他相关知识进行联动与扩展，使得课堂教学形式形成以点带面的扩散效

应，既让学生了解知识之间的联系，发现知识自身理论和应用价值，又能够使学生了解所学知识的历史

文化价值。学生懂得了知识的价值，就会主动学习，积极行动起来，成为教学活动的主导教师，而不是

被动参与者。知识的联动与扩展能够启发学生新的思维方式，开阔学生的知识视野，拓展学生的知识领

域。知识的自身价值及其所蕴含的文化价值又对学生进行人生观、价值观、世界观进行引导和启发，增

强文化自信心，培养和塑造学生优秀的人格品质起到重要作用。知识联动与扩展的发散型课堂构建必将

有益于实现培养既具有较高思想和人格品质，又具备扎实知识技能的复合型人才的目的。 
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