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摘  要 

多元函数的局部性质是高等数学多元函数微积分板块的重要教学内容。本文围绕多元函数局部性质的教

学内容，运用对比式的教学方法，结合可视化案例，探讨多元函数局部性质存在性及相互之间的关系，

构建多元函数相关性质的知识体系。通过构造和分析若干二元函数特例，并借助数学软件绘制曲面图，

将函数的曲面所展示出的不同特性可视化。可视化案例可以帮助学生将抽象知识具象化，同时为数学教

学工作者提供课堂教学素材，提升教学效果。 
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Abstract 
The local properties of multivariable functions are important teaching contents in the section of 
calculus of multivariable functions in advanced mathematics. This paper focuses on the teaching 
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content of the existence of local properties of multivariate functions. By the comparative teaching 
method and based visual cases, this paper explores the relationships among the local properties of 
multivariable functions: the existence of limit, continuity, partial derivative and directional deriva-
tive of multivariate functions at a certain point, and constructs the knowledge system of the related 
properties of multivariate functions. By constructing and analyzing several special cases of binary 
functions, and with the help of mathematical software, this paper draws graphs of functions to show 
the different characteristics. Visual cases can help students to visualize abstract knowledge, and 
provide teaching materials for mathematics teaching staff to improve the teaching effect. 
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1. 引言 

对比式教学法是现代教育教学方法的重要组成形式，适应于授课内容中具有概念相近、彼此联系却

本质有别的知识点的课堂教学[1] [2]。对比式教学法通常以问题为驱动，通过回顾前序课程的相关知识点

提出问题，有意识且具有技巧性地引导学生对相近、相似或相对的新旧知识点开展归纳、比较和总结[3]。
对比教学法有助于减少学生零散记忆的负担，通过深入辨析知识点的共性和个性问题，在已有的知识架

构上形成长时记忆中的图式，达到帮助学生掌握知识点，构建逻辑严谨的完备知识体系的教学效果。对

比式教学法在各学科的教学过程中都有着广泛的应用，文献[4]运用 SWOT 分析法，指出案例对比式教学

法能够满足应用型和创新型人才培养要求，是管理学教学的有效手段；文献[5]结合图表法、讲述法和实

验法，将对比式教学法应用到物理教学中；文献[6]从变量设定、数据类型、运算和函数等方面阐述了

Python、C 和 Java 三种编程语言的区别和联系，并将其应用到教学实践中，使课程教学质量有了显著的

提升。更多关于对比教学的研究，推荐读者参看文献[7]-[9]。 
多元函数微分学的局部性质包括函数在某点处极限的存在性，连续性，偏导数的存在性，方向导数

存在性和可微分等性质，这些性质共同刻画了多元函数的局部特征，他们相互之间既有联系又有本质的

差别。在传统的高等数学教学模式中，课堂教学往往从严格的定义出发，通过严谨的证明和推导，得出

相关定理和结论。这就需要学生既要克服抽象概念带来的认知困难，还要在复杂的逻辑推理中保持思路

清晰，对知识体系有深度的理解。多元函数局部性质中，极限存在、偏导数存在、方向导数存在和可微

等概念从字面相近，且计算过程中均有求导和极限形式出现，学生在学习过程中容易顾此失彼，陷入混

淆不清的困境，难以掌握各个性质的内在含义和应用范畴。本文将围绕多元函数微分学的局部性质，通

过对比教学法的课堂设计理念，结合典型的可视化案例，直观展现满足不同性质的函数曲面的特征，锻

炼学生联想记忆和对比记忆，引导学生用辩证统一的观点理解多元函数微分学，建立多元函数微分学知

识脉络，提升教学效果。 

2. 对比式教学课堂设计 

多元函数微分学局部性质的课堂教学采取问题导向方式，在方向导数的定义给定后，抛出问题——

方向导数是否存在如何判定？进而引导学生思考包括方向导数在内的各个性质存在性之间的关系。授课
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过程中遵循“提出问题(What)-如何解决(How)-倒推溯源(Which)-重点求证(why)-知识完善(Feedback)”的

结构与主线，假设多个性质中只满足一个成立时，讨论其他性质是否满足，逐个探寻多元函数微分学的

各个局部性质之间的关系，关系图如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Design diagram for discussing relationships of differential properties of multivariate functions 
图 1. 讨论多元函数微分学性质关系的设计图 

3. 可视化案例 

在本章中，我们将给出具体案例，每个案例构造的二元函数只满足局部性质中的某一个，在此前提

下，讨论该函数其他性质的存在性。通过案例间的对比分析，借助数学软件画图，论证并直观展示了多

元函数局部性质的存在性，及各性质间能否相互推导的关系图。 

3.1. 案例一：多元函数二重极限存在 

在本案例中，我们将构造二元函数 ( )1 ,f x y ，此函数仅满足在某点处极限的存在，其他局部的性质均

不满足，以说明函数极限存在并不能成为其他局部性质存在的充分条件。 
考虑函数 

 ( )
2 2

1 2 2

1, 0,,
0, 0.

x yf x y
x y

 + =
= 

+ ≠
 (1) 

显然 ( )10, 0
lim , 0

x y
f x y

→ →
= ，故函数在原点处极限存在。由于 ( ) ( )1 10, 0

0,0 1 lim , 0
x y

f f x y
→ →

= ≠ = ，故函数在 

原点处不连续。由文献[10]第九章第三节可知，函数在原点处不可微。 
以原点处沿着 x 轴方向的偏导数为例，根据函数偏导数的定义， 

( )

1

0, 0
0,0

0 1lim .
x y

f
x x∆ → =

∂ −
= →∞

∂ ∆
 

故函数(1)在原点处沿着 x 轴方向的偏导数不存在。同理可证，在函数(1)在原点处沿着 y 轴方向的偏

导数也不存在。 
根据函数方向导数的定义，考虑函数在原点处任意方向 ( )cos ,sinl θ θ=



上的方向导数， 

( )

( ) ( )1 11

0 0
0,0

cos , sin 0,0 0 1lim lim .
t t

f t t ff
t tl

θ θ
→ →

−∂ −
= = →∞

∂
  

函数在原点处任意方向的方向导数均不存在。 
由此可知，多元函数极限存在是一个相对“较弱”的性质，反映了函数自变量以任意方式向某一点

逼近时，函数值向某一个数值逼近，但此数值与函数在该点取值无关。因此，多元函数极限存在，不能
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推出函数的连续性，也不能反应函数任意方向的变化率问题。 

3.2. 案例二：多元函数具有连续性 

在本案例中，我们将构造二元函数 ( )2 ,f x y ，使其满足在某点处仅具备连续性，但在该点处，偏导数

和任意方向的方向导数存在性都不满足。易知，函数在某点处连续是函数在该点极限存在的充分条件，

因此在本案例及以下案例讨论中，若函数在某点处连续成立，函数极限的存在性自然成立，不再赘述。 
考虑函数 

 ( )
2 2 2 2

2 2
2

2 2

1sin , 0,
,

0, 0.

x y x y
f x y x y

x y

 + + ≠= +
 + =

 (2) 

当 0, 0x y→ → 时， 2 2 0x y+ → ，考虑到
2 2

1sin 1
x y

≤
+

，故 

( ) ( )2 2
2 22 20, 0 0, 0

1lim , lim sin 0,0 .
x y x y

f x y x y f
x y→ → → →

= + =
+

 

因此函数(2)在原点处极限存在，且连续。考虑函数(2)在原点处沿着 x 轴方向的偏导数 

( )

2

2
2

0 0
0,0

1sin
1lim lim sin ,

x x

x
f x
x x x∆ → ∆ →

∆
∂ ∆= = ±
∂ ∆ ∆

 

该极限不存在，因此函数(2)在原点处对 x 的偏导数不存在，同理可证在原点处对 y 的偏导数也不存

在。 
考虑函数(2)在原点处任意方向 ( )cos ,sinl θ θ=



上的方向导数， 

( )

( ) ( )22

0 0
0,0

cos , sin 0,0 1lim limsin .
t t

f t t ff
t tl

θ θ
→ →

−∂
= =

∂
  

该极限亦不存在。因此函数(2)在原点处任意方向的方向导数均不存在。 
 

 
Figure 2. Graph of function (2) 
图 2. 函数(2)图像 
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由此可知，多元函数连续性存在性并不能成为其任意的偏导数存在和任意方向的方向导数存在的充

分条件。函数(2)的图像如图 2 所示，从投影图像直观可以看出，曲面在原点附近出现了剧烈的震荡，无

法确定函数变化率的问题。 

3.3. 案例三：多元函数偏导数存在 

在本案例中，我们将构造二元函数 ( )3 ,f x y ，使其仅满足在某点处两个方向的偏导数存在，但函数在

该点的极限存在性、连续性和其他任意方向的方向导数存在性并不满足。 
考虑函数 

 ( )3

0, 0,
,

1, 0.
xy

f x y
xy

≠
=  =

 (3) 

函数图像如图 3 所示。利用极限存在的定义，易知函数原点极限不存在。 
 

 
Figure 3. Graph of function (3) 
图 3. 函数(3)图像 

 

( )

( ) ( )3 33

0
0,0

0 ,0 0,0
lim 0.
x

f x ff
x x∆ →

+ ∆ −∂
= =

∂ ∆
 

因此函数(3)在原点处对于 x 的偏导数存在，同理可证，原点处对于 y 的偏导数也存在。函数(3)在原 
点处任意方向 ( )cos ,sinl θ θ=



上的方向导数， 

( )

( ) ( )3 33

0 0
0,0

cos , sin 0,0 1lim lim ,
t t

f t t ff
t tl

θ θ
→ →

−∂ −
= = →∞

∂
  

该极限亦不存在。因此函数(3)在原点处任意方向的方向导数均不存在。 
由此可知，多元函数在某点的偏导数存在，只能反应函数在该点处沿坐标轴方向的变化率，而函数

的极限存在需要考虑函数自变量在原点的邻域内，自变量任意方式向原点趋近时，函数值都向确定的值

逼近，偏导数的存在并不能保证任意方向函数的性质。若函数偏导数存在，则可以说明函数沿着两个特

殊方向方向导数存在(即 x 轴和 y 轴的正方向)，其他任意方向的性质并不能体现。 

3.4. 案例四：多元函数任意方向的方向导数存在 

在本案例中，我们将构造二元函数 ( )4 ,f x y ，此函数在某一点处沿着任意方向的方向导数存在，但函
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数在该点极限并不存在，因此函数的连续性和偏导数存在性也都不能保证。考虑函数 

 ( )
2 2

2 2
4

2 2

, 0,
,

0, 0.

xy x y
x yf x y

x y

 + ≠ += 
 + =

 (4) 

在原点邻域，当动点 ( ),P x y 沿直线 y kx= 方向趋于原点时， 

( )

2

2 2 2 2 2 2, 0, 0
lim lim ,

1x y y kx x

xy kx k
x y x k x k→ = →

= =
+ + +

 

该极限值随着 k 值的变化而变化[10]，这与极限的存在唯一性矛盾。故函数(4)的在原点处极限不存

在，也不连续。 
 

 
Figure 4. Graph of function (4) 
图 4. 函数(4)图像 

 
考虑到 

( )

( ) ( )44

0
0,0

0 ,0 0,0
lim 0.
x

f x ff
x x∆ →

+ ∆ −∂
= =

∂ ∆
 

因此，函数(4)在原点处的偏导数存在。考虑函数(4)在原点处任意方向 ( )cos ,sinl θ θ=


上的方向导数 

( )

( ) ( ) 2
44

0 0
0,0

cos , cos 0,0 cos coslim lim 0
t t

f t t ff t
t tl

α β α β
→ →

−∂
= = =

∂
  

由此可知，多元函数极限任意方向的方向导数存在，并不能成为函数在某点处极限存在或者连续的

充分条件。从图 4 中直观可以看出，当 ( ),P x y 沿着不同方向向原点趋近时，函数趋近不同的值，函数在

原点处不连续，但用 y kx= 平面去截曲面时，得到的直线总是平行于 xoy 平面的一条直线，因此各个方向

的方向导数均为零。 
为了进一步说明函数任意方向的方向导数存在，也不能保证偏导数存在的事实，我们考虑圆锥曲面 

 ( ) 2 2
5 , .f x y x y= +  (5) 

在原点处， 

( )

( ) ( )5 55

0 0
0,0

0 ,0 0,0
lim lim .
x x

xf x ff
x x x∆ → ∆ →

∆+ ∆ −∂
= =

∂ ∆ ∆
 

函数在原点处对于 x 的偏导数不存在，函数对于变量 y 偏导数的不存在性同理可证。考虑函数(5)任
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意方向的方向导数 

( )

2 2 2 2
5

0
0,0

cos cos
lim 1.
t

t tf
tl

α β
→

+∂
= =

∂
  

因此，函数(5)在原点处沿任意方向的方向导数都存在且相等。 
从几何直观而言，圆锥曲面是一条直线 z x= 绕着 z 轴旋转而成的曲面，因此圆锥曲面的两个偏导数

存在问题可以退化为在 zox 平面直线 z x= 和 yoz 平面直线 z y= 在原点处的可导性问题。偏导数反映了

函数在特殊方向的增长率，是沿着坐标轴正方向的方向导数。注意到由于圆锥曲面是旋转曲面，其对称

性使得各方向的方向导数均为两条直线的夹角的正切值，因此圆锥曲面各个方向的方向导数相等。在沿

着两个坐标轴的正方向上，偏导数均等于方向导数，而在沿着两个坐标轴的负方向上，偏导数恰恰等于

方向导数的相反数，这是导致圆锥曲面在原点处偏导数不存在的几何解释。 

3.5. 案例五：多元函数可微 

由文献[10]第九章第三节和第七节可知，如果函数 ( ),z f x y= 在原点可微，则函数在原点的某一邻域

内，函数的全增量可表示为： 

( ) ,z A x B y o ρ∆ = ∆ + ∆ +  

其中 2 2x yρ = ∆ + ∆ 。由于
0

lim 0z
ρ→

∆ = ，故函数在原点处连续。此时，考虑函数在原点处沿 x 方向的变化

率问题， 

( )

( ) ( ) ( )
0, 0 0

0,0

,0 0,0
lim lim ,

x y x

f x f Ax o xz A
x x x→ = →

− +∂
= = =

∂
 

因此，在原点处函数对 x 的偏导数存在，同理可证，在原点处函数对 y 的偏导数存在，且 ( )0,0yz B= 。 

另一方面，对于任意方向 ( )cos ,sinl θ θ=


，不妨设 2 2cos , sin ,x t y t x y tθ θ∆ = ∆ = ∆ + ∆ = ，则 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
0

0,0

cos , sin 0,0
lim 0,0 cos 0,0 sin .x yt

f t t ff f f
tl

θ θ
θ θ

→

−∂
= = +

∂
  

由此可知，函数在任意方向的偏导数均存在。图 5 显示了函数 2 2z x y= + 曲面图像，从直观上看，多

元函数可微在图像上表示函数曲面“光滑”，是函数其他局部性质存在的充分条件。 
 

 
Figure 5. Graph of function 2 2z x y= +  
图 5. 函数 2 2z x y= + 图像 
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综上所述，多元函数连续性、偏导数存在和方向导数存在相互之间并没有必然的联系，但他们都是

多元函数微分存在的必要条件，通常可以通过反证法判定函数微分不存在。多元函数微分学相关性质之

间的关系如图 6 所示。 
 

 
Figure 6. Relationships among the existence of differential properties of multivariate functions 
图 6. 多元函数微分学的性质的存在性之间的相互关系 

4. 小结 

经过多年的课堂教学实践可以发现，案例对比教学法的授课方式，摒弃了传统平铺直叙的授课手段，

学生通过思考前序知识，对后续定理合理的假设并论证，针对相近的概念进行对比思考，实现了知识结

构的完整性和闭合性，自主学习和探索能力得到了很好的提升。同时，在教学过程中采用可视化案例，

帮助学生直观地区别和理解多元函数微积分中相近的概念，在图像上的本质差别，在教学实践中得到了

学生的认可，具备较好的推广意义。 
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