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摘  要 

文章以乔治·波利亚解题理论为核心框架，以一道空间立体几何习题为例，探索其在高中空间立体几何

解题教学中的理论指导与实践应用价值。波利亚四阶段解题理论为数学问题解决提供了结构化路径，也

为一线教师进行问题解决教学提供有力的理论支撑。在波利亚解题理论引领下，运用所提教学策略开展

解题教学，有助于提升学生的解题能力，思维灵活性与创新性，提高教师的教学效率与质量。 
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Abstract 
The article centers around George Polya’s problem-solving theory as its core framework, using a 
spatial solid geometry exercise as an example to explore its theoretical guidance and practical ap-
plication value in the teaching of spatial solid geometry problem-solving in high school. Polya’s four-
stage problem-solving theory provides a structured approach for solving mathematical problems 
and offers robust theoretical support for frontline teachers in problem-solving instruction. Guided 
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by Polya’s problem-solving theory, employing the proposed teaching strategies in problem-solving 
instruction can enhance students’ problem-solving abilities, flexibility, and innovativeness of think-
ing, and improve teachers’ teaching efficiency and quality. 
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1. 引言 

空间立体几何是高中数学的重要内容，也是高考数学的重要考点。在高考中，这部分知识对学生空

间想象能力要求较高，需要学生综合利用多重知识进行解题。选择适当的解题方法有助于提升学生分析

问题、解决问题的能力。波利亚解题理论以其系统化的解题步骤和启发式教学方法，为数学教育提供了

新的视角，该理论不仅能够帮助学生厘清解题思路，还能激发学生的探究兴趣和创新思维。将波利亚解

题理论与空间立体几何问题教学相结合，不仅能够为教师提供更具针对性的教学指导，也有助于学生构

建更为系统和清晰的解题思路，从而提高解题效率和准确率[1]。故本文以一道空间立体几何习题为例，

探析波利亚解题表在空间立体几何解题中的应用。 
波利亚在《怎样解题：数学思维的新方法》[2]一书中围绕“数学解题”这一中心任务提出了解题四

阶段：理解题目、拟订方案、执行方案和回顾反思。第一阶段是理解题目，清楚题目的要求是什么；第二

阶段了解各个项目是如何相关的，未知量和数据之间关系如何，从而获得解题思路；第三阶段执行已制

定的方案；第四阶段回顾解答过程，并进行检查和讨论。“怎样解题表”为学生解题提供了思路过程，通

过四阶段不同问题的启发，学生一步步观察、理解、分析题目，从而找到解题思路。《普通高中数学课程

标准(2017 年版 2020 年修订)》指出要发展学生“发现问题、提出问题、分析问题和解决问题的能力”(以
下简称“四能”)。我们发现：“四能”的提法与“怎样解题表”天然契合[3]，“怎样解题表”给出的不

仅是问题解决的一般过程，而且是符合学生面对问题时的思维基本规律，能够提高学生的数学思维能力

[4]。 
自波利亚解题理论提出以来，其生命力在当代教育研究中持续彰显。国内外学者通过不同的教学案

例和实证研究，验证了波利亚解题理论在不同数学领域，如导数、数列、圆锥曲线、平面向量等方面的

应用效果。本文在前人研究的基础上，进一步探索波利亚解题理论在空间立体几何中的应用。 

2. 问题呈现 

题目：如图 1，三棱锥 A-BCD 中，DA = DB = DC，BD ⊥ CD，∠ADB = ∠ADC = 60˚，E 为 BC 的中点。 
(1) 证明：BC ⊥ DA。 
(2) 点 F 满足 EF DA=

 

，求二面角 D-AB-F 的正弦值。 
思路分析：本题考查学生对空间几何知识的综合运用能力。题目第(1)问涉及的知识点有线面垂直的

判定、线线垂直的判定；第(2)问涉及的知识点有平面法向量的求解、同角三角形的转化等。从题目的已

知条件出发，第(1)问学生很容易得到要从线面垂直入手，但如何找到合适的线面垂直关系是本问难点；

第(2)问学生需要建立适当的空间直角坐标系并假设坐标。 

Open Access

https://doi.org/10.12677/ces.2025.1310760
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


王俊霞 等 
 

 

DOI: 10.12677/ces.2025.1310760 47 创新教育研究 
 

 
Figure 1. Example diagram 1  
图 1. 例图图示 1 

3. 利用“怎样解题表”进行解题分析 

3.1. 理解题目 

波利亚认为：“必须理解该题目的语言陈述，对所不理解的问题做出答复是愚蠢的，对所不希望的

目标工作是悲哀的[1]”。解题前学生应该认真地从各个方面思考题目的主要部分，对题目进行合理的猜

测，思考已知条件和未知条件。教师在学生理解题目上要进行检查，以问答的方式请学生复述题目，理

解题目，为后面拟定解决方案做准备。 
问题 1：这是一个什么问题？ 
第(1)问：这是立体几何中证明线线垂直的问题。 
第(2)问：这是利用空间向量求二面角正弦值的问题。 
问题 2：已知数据是什么？ 
第(1)问：DA = DB = DC，∠ADB = ∠ADC，E 为 BC 的中点。 
第(2)问：DA = DB = DC，∠ADB = ∠ADC = 60˚，BD ⊥ CD，EF DA=

 

，及从第(1)问中得出的 BC ⊥ DA。 
追问 1：从已知数据中能推导出什么？ 
第(1)问：DC = DB，∠ADC = ∠ADB，DA = DA⟶ΔADC ≌ ΔADB⟶AC = AB。 
E 是 BC 中点，AC = AB，DC = DB⟶AE ⊥ BC，DE ⊥ BC。 
第(2)问：DA = DB = DC，∠ADC = ∠ADB = 60˚⟶ΔADC 和 ΔADB 为等边三角形。 
问题 3：未知量是什么？ 
第(1)问：BC 垂直于包含 DA 的哪一个平面或者 DA 垂直于包含 BC 的哪一个平面。 
第(2)问：平面 DAB 和平面 FAB 的法向量。 
追问 2：如何解决未知量问题？ 
第(1)问：通过分析题中条件，推导出 BC、DA 的线线垂直关系。 
第(2)问：通过建立空间直角坐标系，假设相关向量的坐标，求出平面 DAB 和平面ＦAB 的法向量坐标。 
追问 3：证明线线垂直的定理有哪些？ 
第(1)问：等腰三角形底边垂直于底边上的高；线线所成角为 90˚；若一条直线垂直于两条平行直线中

的一条，则该直线也垂直于另一条直线等。 

3.2. 拟订方案 

波利亚认为：“解答一个题目的主要成就在于构思一个解题方案的思路[1]”。从理解题目到构思一

个解题方案是漫长而曲折的过程。在这个过程中，教师应尽力引导和唤起学生得到一个好的解题思路。

好的思路来源于学生过去的知识经验，观察未知量并利用已知条件是获得好的解题思路的关键。 
问题 4：你以前解答过和本题有相同或相似未知量的题目吗？ 
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第(1)问：以前做过证明线面垂直、线线垂直的题目。 
第(2)问：以前做过求二面角余弦值的题目。 
问题 5：解决这次问题的常用方法有什么？ 
第(1)问：可以采用线面垂直的判定定理，从两条直线异面可判定线线垂直。 
第(2)问：通过求两个平面分别的法向量，利用公式求出二面角余弦值，再根据同角三角形关系式求

出二面角的正弦值。 
问题 6：你能否拟定计划，探究数学问题？ 
第(1)问： 
你将选择哪对直线与平面的垂直关系？——证明 BC ⊥ 平面 ADE。 
如何能得出 BC ⊥ 平面 ADE？——利用等腰 ΔABC 和等腰 ΔBCD 底边上的高垂直于底的性质。 
如何证明 ΔABC 是等腰三角形？——利用 ΔADC ≌ ΔADB，得到 AC = AB。 
如何证明 ΔADC ≌ ΔADB？——利用 DC = DB，∠ADC = ∠ADC，DA = DA，得出。 
如何证明 BC ⊥ DA？——从 BC ⊥ 平面 ADE，AD⊂平面 ADE 可得出。 
第(2)问： 
目前未知任何线段的长度，你可以怎么做？——可以假设某些线段的长度。 
你可以假设什么线段长度？——选择相等关系最多的线段，如 DA = DB = DC，假设 DA = DB = DC 

= 2 。 
根据这一假设可以推导出别的线段长度吗？——由 BD ⊥ DC，可得 2 2 2BC DC DB+= = ，由 DA = 

DB = DC，∠ADC = ∠ADB，可得 ΔADC 和 ΔADB 为等边三角形，AC = AB = 2 ，E 为 BC 中点，可得 DE 
= AE = 1， 2 2 2DE AE AD=+ ，所以 DE ⊥ AE。 

如何求出二面角的三角函数值？——建立空间直角坐标系，假设所需点或者向量的坐标，求出两个

平面的法向量，再利用二面角公式求出二面角余弦值，最后利用同角三角形关系得出二面角正弦值。 

3.3. 执行方案 

波利亚认为：“执行一个方案所需要的主要就是耐心[1]”。解题方案给出了一个总体的框架，执行

方案要确保细节都符合这个框架。在学生构思了一个方案后，教师应提醒学生检查执行方案中每一步骤，

排除每一个可能存在错误的地方。 
第(1)问： 
证明：如图 2，连接 AE、DE，因为 DC = DB，∠ADC = ∠ADB，DA = DA，所以 ΔADC ≌ ΔADB， 
AC = AB，又因为 E 是 BC 的中点，所以 BC ⊥ AE，BC ⊥ DE，而 AE ⋂ DE = E，AE、DE ⊂ 平面 ADE， 
所以 BC ⊥ 平面 ADE，又因为 AD⊂平面 ADE，所以 BC ⊥ DA。 

 

 
Figure 2. Example diagram 2  
图 2. 例图图示 2 
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第(2)问： 
解：设 2DA DB DC= = = ，因为∠ADC = ∠ADB = 60˚，所以 ΔADC 和 ΔADB 为等边三角形， 

2AC AB= = ，又因为 BD ⊥ DC，所以 2 2 2BC DC DB+= = ，又因为 E 为 BC 的中点，BE = CE = 
1，AE ⊥ BC，DE ⊥ BC，所以 AE = DE = 1，可得 2 2 2DE AE DA=+ ，从而可得 DE ⊥ AE，建立如图 3 所

示空间直角坐标系。 
所以可得 ( )1,0,0D ， ( )0,0,1A ， ( )0,1,0B ， ( )0,0,0E ， ( )0,1, 1AB = −



， ( )1,0,1DA = −


，因为 EF DA=
 

，

所以 ( )1,0,1EF = −


， ( )1,0,1F = − ， ( )1,0,0AF = −


，设平面 DAB 的一个法向量 ( )1 1 1, ,x y z=m ， 

得到 1 1

1 1

00
00

x zDA
y zAB

 − =⋅ =  ⇒  − =⋅ = 

+m

m





， 

令 ( )1 1 1,1,1x = ⇒ =m ，设平面 ABF 的一个法向量 ( )2 2 2, ,x y z=n ，得到 2

2 2

00
00

xAF
y zAB

 − =⋅ =  ⇒  − =⋅ = 

n

n





， 

令 ( )1 1 0,1,1y = ⇒ =n ，所以
2 6cos ,

33 2
⋅

= = =
⋅ ×

n mn m
n m

，设二面角 D-AB-F 的夹角为θ ，所以

sin 2 3    1 cos ,
3

θ = − =n m ， 

所以二面角 D-AB-F 的正弦值为
3

3
。 

 

 
Figure 3. Example diagram 3  
图 3. 例图图示 3 

 
问题 7：上述解题过程和思路是正确的吗？ 
是正确的。 
第(1)问：首先根据 ΔADC ≌ ΔADB，E 是 BC 的中点，证明出 AC = AB，BC ⊥ AE，BC ⊥ DE，从而得

出 BC ⊥ 平面 ADE，又因为 DA ⊂ 平面 ADE，得出 BC ⊥ DA。 
第(2)问：建立空间直角坐标系，假设所需向量的空间坐标，求出平面 DAB 和平面 ABF 的法向量，

得出二面角 D-AB-F 的余弦值，从而得到二面角 D-AB-F 的正弦值。 

3.4. 回顾反思 

波利亚认为：“通过回顾，他们能够巩固知识，并培养他们的解题能力[2]”。教师应使学生认识到

任何解题方法都可以改进，因此需要验证解题步骤。此外，迁移本题所使用的方法，并在别的题目中利

用是教师应重点向学生强调的。 
问题 8：你能检验本题的结论吗？ 
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可以，因为证明过程严谨且有据。 
问题 9：本题主要考察了什么知识点？ 
第(1)问：全等三角形的判定定理，等边三角形的判定定理，线面垂直的判定定理，线线垂直的判定

定理。 
第(2)问：空间直角坐标系的建立，空间向量的坐标求解，平面法向量的求解，二面角的向量公式，

同角三角形函数关系式。 
问题 10：本题的关键在于什么？ 
第(1)问：关键在于找到适当的线面垂直关系，从而得到线线垂直关系。 
第(2)问：关键在于建立合理的空间直角坐标系，假设出需要的点、向量的坐标，利用公式求出平面

的法向量，得出二面角的正弦值。 
问题 11：你能总结出解答类似立体几何题目的解题思路吗？ 
第(1)问：证明线线垂直关系的题目。 
第一步：明确题目要求，是要证明什么线线的垂直关系？ 
第二步：题目中已知条件是什么？已知条件可以分析出什么线或面的垂直或平行关系？ 
第三步：回顾学过的线或面的垂直或平行关系的判定定理与性质定理。 
第四步：选择适当的线面垂直或面面垂直关系逐步证明得到解答。 
第(2)问：计算二面角的正弦值、余弦值或正切值的题目。 
第一步：分析题目图象中含有的线面垂直关系，建立合适的空间直角坐标系。 
第二步：题中是否给出线段长度，若无，则可自行假设长度，通过证明和计算，求出所需要的点和

向量的坐标。 
第三步：求出两个平面的法向量坐标，根据平面法向量垂直于平面向量列出方程式，求出平面的法

向量。 
第四步：明确题目要求的二面角三角函数值，运用同角三角函数关系式求解。 

4. 教学启示 

4.1. 题目评析 

文章所讨论的空间立体几何的习题，考查学生对立体几何知识的综合应用，涉及直观想象、逻辑推

理等核心素养。本题第(1)问考查学生找到合适的线面垂直关系，从而得出题目要求的线线垂直关系。第

(2)问需要建立合适的空间直角坐标系，确定未知点和未知向量的坐标，通过建立方程组得出二面角的法

向量坐标．如何得出法向量是本题难点。这道空间立体几何题目经典且灵活，证明线线垂直考查学生的

空间想象意识，需找准思路进行分析。 

4.2. “怎样解题”表对解题教学的启示 

波利亚的解题思想重视学生自我提问能力的培养。这种能力非短期能形成，需要在日常解题教学过

程中，教师有意识通过一系列启发式问题养成学生“以问题解决问题”的思维。在进行具体数学解题教

学中教师需重视以下三个方面。 

4.2.1. 重视审题过程 
波利亚重视解题前的有效审题。教师应培养学生的审题意识。高效解题的关键在于充分挖掘出题干

所给的信息，学生要明确题目涉及的数学知识点，从题干中获得条件、推导知识。高考卷中的几何题目
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具有“重思考，轻运算”的特征，这就要求学生具有较强的试题信息加工能力，以灵活的解题思维深挖

题目中的隐含条件，通过严谨地推断，达到快速、准确地解答问题。 

4.2.2. 常态化波利亚提示语 
解决数学问题的学习是一种心理活动，是高级形式的学习活动。数学的解题认知结构由解题知识结

构，思维结构和解题元认知结构组成。而解题元认知能力的提高有赖于学习者善于运用波利亚的提示语

[5]。因此在解题教学中，教师应有意识地常态化使用波利亚提示语。良好的解题习惯需要教师对学生长

期引导而成，波利亚解题提示语不仅能帮助学生有意识审题，还能养成学生良好的反思习惯。教师可以

引导学生个性化精炼出属于自己的提示语[6]，培养学生在解题过程中自然而然利用提示语作为解题指导。 

4.2.3. 解题反思中构建解题模型 
解题后的反思与回顾既能回顾解题时采用的知识点、解题方法和产生的错误等，又能通过一道题目

发现相关的一类题型特征，从中揭示该类题型的一般解题模型。文中的立体几何题目题型较为经典，但

对学生的空间想象能力要求较高，这就需要教师引导学生从经典题目中构建解题模型，实现特殊问题一

般化，从一道题目到一类题目，减轻学生的记忆负荷。 

5. 研究不足及研究展望 

解题教学策略的构建与验证需要长期实践积累，本研究对波利亚解题理论的系统性把握及空间立体

几何问题的复杂性认知仍处于探索阶段。由于客观条件限制，文章提出的教学设计主要通过模拟课堂形

式呈现，只在学生实习期间短期课堂观察评估教学效果，但未能对学生解题能力的长期发展进行追踪。 
在今后的教学中将不断尝试奖波利亚解题理论应用于现实课堂，从长期去观察学生解题能力的成长

与变化，以便验证波利亚解题理论的时效性。 
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