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摘  要 

在微积分的教学过程中，如何将抽象的数学概念与实际生活相结合，激发学生的学习兴趣和解决问题的

能力，是教育工作者不断探索的课题。本文以“互补咖啡杯容积比较”这一有趣的问题为切入点，探讨

其在微积分教学中的应用，旨在为微积分教学提供与生活相贴近的教学案例。 
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Abstract 
In the teaching process of calculus, how to combine abstract mathematical concepts with real life, 
and stimulate students’ learning interest and problem-solving ability is a subject that educators 
continue to explore. This paper takes the interesting problem of “comparison of volumes of com-
plementary coffee cups” as the starting point and discusses its application in calculus teaching, aim-
ing to provide teaching cases close to life for calculus teaching. 
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1. 引言 

微积分作为高校理工科的核心基础课程，其教学质量直接影响学生逻辑思维、创新能力的培养及后

续专业课程的学习。近年来，许多教育工作者围绕微积分教学展开了多维度探讨，在教学现状与核心问

题方面，研究普遍指出，微积分课程因抽象性强、逻辑严密，易使学生产生畏难情绪和学习兴趣不足的

问题。莫兰英(2011)提到，为了培养学生学习微积分的学习兴趣，在教学中，应有意识地收集与教学内容

有关的实例[1]。胡风(2010)指出，微积分的不及格率在各课程中一直“名列前茅”，两极分化比较严重[2]，
“微积分难、枯燥、无用”是学生反馈的主要痛点，这凸显了激发学习兴趣与建立学习信心的紧迫性。 

微积分作为数学的基石之一，不仅在理论研究中占有重要地位，更在计算机领域的实际应用中展现

出深远的影响[3]。然而，笔者常年在计算机学院教授微积分的经验表明，即使面对逻辑思维能力较强的

学生，微积分的教学效果仍不尽如人意。高白莲在文献[3]中指出，通过引入真实问题，不仅能帮助学生

突破课本知识的局限，还能促进其对微积分原理的深入理解，培养学科交叉思维和独立解决问题的能力，

为其未来在计算机领域的工作做好准备。在教学实践中，案例的选择至关重要。过于抽象的问题难以激

发学生兴趣，与教学目标相去甚远；而过于简单的问题又无法体现微积分的重要性。因此，在每个章节

设计既能检验学习效果，又能激发好奇心的恰当案例，成为教学中的关键。针对这一问题，笔者搜集了

一系列贴近生活的教学案例。这些案例具有以下特点：1. 浅显易懂，能帮助学生理解抽象的微积分概念；

2. 在教学过程中有效引导学生构建逻辑思维框架，培养严谨的推理能力；3. 融入适度延伸思考，在夯实

基础的同时提升知识运用与拓展能力，实现从理解到运用、从基础到提升的递进式学习。 
本文以文献[4]中“互补咖啡杯容积比较”这一经典趣味性问题为例，提供了两种解法：第一种是利

用微积分中标准的旋转体体积积分公式直接计算和比较；第二种是引入并应用 Pappus 定理，通过计算区

域面积和重心位置来求解体积。一方面系统性地对比了两种解法在认知层面上的差异，另一方面深入探

讨了如何利用这种对比来构建学生的知识体系。 

2. 问题的提出 

在日常生活中，我们会遇到这样一种情况：有两个咖啡杯，一个杯身向外弯曲(Cup A)，一个杯身向

内弯曲(Cup B)，它们具有相同的高度，并且形状能够紧密地契合在一起。见图 1。此时，一个自然的疑

问便会产生：这两个咖啡杯哪一个能容纳更多的咖啡？ 
对于这个问题，最直接的想法是通过实际操作，即将溶液装满一个杯子再倒入另一个杯子来比较。

但作为学习微积分的学生，我们可以运用所学的数学知识，从更理论化的角度去解决这个问题。 

3. 问题的分析 

题目中明确指出，忽略杯柄后，这两个咖啡杯都是旋转体的表面。旋转体是微积分中一个重要的概

念，它是由平面曲线绕着一条固定的直线旋转一周所形成的立体图形。在这个问题中，Cup A 和 Cup B
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的旋转可以将咖啡杯的形状看作是由特定的曲线绕着竖直方向的轴旋转而成。因此为了解决问题，我们

需要建立坐标系，以 Cup A 的旋转轴为 y 轴，底部圆心为原点建立直角坐标系。见图 2。 
 

 
Figure 1. Complementary coffee cups 
图 1. 互补咖啡杯 

 
假设咖啡杯的高度为 h ，我们对于 Cup A，我们可以用函数 ( )x f y= 来表示形成它的曲线，那么，

Cup A 的形成是曲线 ( )x f y= 绕着 y 轴旋转一周得到，其中 y 的取值范围是从 0 到 h 。对于 Cup B 而言，

由于其与 Cup A 形状互补且高度相同，因此我们将 Cup B 与 Cup A 紧密贴合，假设其底面圆心到原点的

距离为 k ，那么 Cup B 的形成是曲线 ( )x f y= 绕着 x k=  旋转而成。见图 2。 
 

 
Figure 2. The rectangular coordinate system established 
with the rotation axis of Cup A as the y-axis and the center 
of the bottom circle as the origin 
图 2. 以 Cup A 的旋转轴为 y 轴，底部圆心为原点建立

的直角坐标系 

4. 利用旋转体体积公式解决问题 

结论：当 ( )
0

2 d
h

kh f y y> ∫ 时， B AV V> ；当 ( )
0

2 d
h

kh f y y< ∫ 时， B AV V< ；当 ( )
0

2 d
h

kh f y y= ∫ 时， B AV V= 。 

证明：由曲线 ( )x g y= ，直线 ,  y a y b= = 以及 y 轴所围成的平面图形绕 y 轴旋转一周所形成的旋转

体[4] [5]，其体积V 的计算公式为： 

( ) 2
d .

b

a
V g y y=   π∫  

在互补咖啡杯问题中，两个咖啡杯的容积实际上就是它们各自所对应的旋转体的体积。我们设 Cup 
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A 对应的曲线函数为 ( )x f y= ，那么它的容积 AV 为： 

( ) 2

0
d .

h
AV f y y=   π∫  

由于 Cup B 的形成可以看成是曲线 ( )x f y= 绕着 x k= 旋转而成。那么 Cup B 的容积 BV 为： 

( ) 2

0
d

h
BV k f y y= −  π∫  

将上式展开可得： 

( ) ( )( )22
0

2 d
h

BV k kf y f y y− +π= ∫  

此时，计算 B AV V− ： 

( )

( )( )
2

0

0

2 d

2 d .

h
B A

h

V V k h k f y y

k kh f y y

− =

= −π

−π π∫

∫
。 

从这个结果可以看出， BV 与 AV 的大小关系取决于 k hπ 和 ( )
0

2 d
h

f y y∫ 的大小关系。 
这意味着，当 ( )

0
2 d

h
kh f y y> ∫ 时， B AV V> ；当 ( )

0
2 d

h
kh f y y< ∫ 时， B AV V< 当 ( )

0
2 d

h
kh f y y= ∫ 时， B AV V= 。 

5. 互补咖啡杯问题与 Pappus 定理 

Pappus 定理，也称为帕普斯——古尔丁定理，是几何中的一个重要定理，其内容为：平面图形绕与

其不相交的轴旋转一周所得到的旋转体的体积，等于该平面图形的面积乘以图形的重心所经过的圆周长

度。 
在利用 Pappus 定理解释第三部分所得的结论之前，我们先利用 Pappus 定理重新推导课堂上讲过的

旋转轴平行于坐标轴的旋转体的体积公式，以此让学生来加深对 Pappus 定理的理解。 
情形一，由曲线 ( )y xf= 、直线 ,  x a x b= = 与 x 轴所围成的区域 R 绕 x 轴旋转一周所得旋转体的体

积。 
按照微元法，这个旋转体的体积为 

( ) 2
d .

b

a
V f x x=   π∫  

按照 Pappus 定理，由于重心所经过的圆周的半径为重心的纵坐标，记重心的坐标为 ( ),x y ，由曲线

( )y xf= 、直线 ,  x a x b= = 与 x 轴所围成的区域的面积为 S ，因此这个旋转体的体积为 
2 .V yS= π  

为了验证上述两个体积公式的一致性，我们需要计算出 ( ),x y ，利用微元法，可得区域 R 的重心坐标公式

如下： 

( )
( )

( ) ( )

( )

( )2 2

00

1 1d dd d 2 2,   .
d d

b hb h
aa

b b

a a

f x x f x xxf x x xf x x
y

S Sf x x f x x
x

      
= = = =

∫ ∫∫ ∫
∫ ∫

           (1.1) 

因此， 

( )
( )

2

2

1
2 d .2 2

d
b

ba

a
V

f x x
S f x xyS

S
= π = π π

  
=   

∫
∫  

情形二，由曲线 ( )y xf= 、直线 ,  x a x b= = 与 y 轴所围成的区域 R 绕 x 轴旋转一周所得旋转体的体

积。 
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按照微元法，这个旋转体的体积为 

( )2 d .
b

a
V xf x xπ= ∫  

按照 Pappus 定理，以及公式(1.1)可得，这个旋转体的体积为 

( )
( )02 .2

d
2 d

h
b

a
V

xf x x
S xf x x

S
xS == π = π π∫

∫  

这里可以引导同学们下课后去验证其他情形，比如由曲线 ( )x f y= 、直线 ,  y c y d= = 与 y 轴所围成的区

域绕 y 轴旋转等等。 
由于在互补咖啡杯问题中，为了应用 Pappus 定理说明第三部分的结论，我们从形成 Cup A 的平面图

形与形成 Cup B 的平面图形两个图形重心之间的关系出发。由于这两个图形恰好组成一个由 

0,  ,  0,  x x k y y h= = = = 围成的矩形，记矩形区域的质量为 Cm ，重心坐标 ( ) 1 1, ,
2 2C Cy k hx  =  

 
、形成 Cup  

A 的平面图形的质量记为 Am ，重心坐标记为 ( ), AAx y ，形成 Cup B 的平面图形的质量记为 Bm ，重心坐标

记为 ( ),B Bx y ，如图 3。 
 

 
Figure 3. The center of mass 
图 3. 质心 

 
则它们具有如下关系， 

, .C C A A B B C C A A B Bm x m x m x m y m y m y= + = +  

两边约去常密度 ρ ，则有 

, ,
2 2A A B B A A B B
k hkh S x S x kh S y S y⋅ = + ⋅ = +  

再根据 Pappus 定理，Cup A 与 Cup B 的容积分别为： 
( )2 ,   2 ,A A A B B BV x S V k x Sπ= −π=  

因此 

( )

( ) 2

0

2 2

2
2

2
2

2 d .
2

B A B A A B B

B

A

h

V V kS S x S x

khk S

khk kh S

khk f y y

− = − +

 = − 
 
 = − − 


π π

π


 = −   

π

π  ∫
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通过与前面得到的结论进行对比分析，可以发现两种方法得出的结果是一致的，这不仅验证了利用旋转

体体积公式解决该问题的正确性，也让学生对 Pappus 定理有了更直观的认识和理解，体会到不同数学方

法之间的内在联系。 

6. 该问题在微积分教学中的价值 

笔者为计算机学院 2024 级学生讲授《工科数学分析(一)》“定积分在几何中的应用”这一章节时，

将该案例融入教学后，改善了传统公式推导课的沉闷氛围，构建起“案例引入–理论探究–知识拓展”

逐步递进的三个教学场景。 

在案例引入环节，当笔者展示两个形状互补(一个杯身外凸、一个杯身内凹)的咖啡杯模型，并提出

“如何证明这两个杯子的容积相等”的问题时，激发了学生的探究欲。起初有学生提出“用排水法测量”，

但很快意识到这是物理方法，而非数学证明。此时笔者引导学生回归微积分知识框架，当学生发现可通

过旋转体体积公式解决这一生活问题时，课堂讨论氛围达到第一个高潮——他们普遍表示“没想到微积

分能用来算咖啡杯容积”，原本认为“抽象、枯燥”的定积分公式，通过与日常物品的关联变得具象可

感，实现了“从课本到生活”的认知迁移。 

在理论探究阶段，笔者并未直接给出解题步骤，而是通过提问引导学生回溯知识本源：“旋转体体

积公式的本质是什么？为什么能用来计算不规则容器的容积？”学生以小组为单位展开探究，逐步梳理

出微元法的核心逻辑：首先将咖啡杯的旋转生成过程理解为“曲线绕轴旋转”的数学模型，确定旋转区

间为 [ ]0,h ，建立的是关于变量 y 的定积分，体积微元的半径分别是 ( )f y 与 ( )k f y− 。摆脱了“死记硬

背公式”的学习模式，真正理解了“分割–近似–求和–取极限”的微元法思想。 

为进一步拓展知识，笔者引入多数中文教材未涉及的 Pappus 定理。作为替代解法，这一知识点的补

充，不仅为学生提供了“用几何性质解决体积问题”的新视角，更激发了他们的主动探索欲：有学生通

过查阅文献，整理出多个版本的 Pappus 定理以及它们的应用场景；还有学生提出“如何用微元法推导平

面区域质心坐标”的问题，并将自己推导曲边梯形质心公式的过程分享在了班级群，实现了从“被动接

受知识”到“主动构建知识体系”的转变。 

值得关注的是，在案例探究的延伸环节，有学生联想到高中阶段接触的祖暅原理，并提出“祖暅原

理与微积分有什么内在联系”的深度疑问。笔者抓住这一教学契机，组织学生通过互联网检索、古籍文

献查阅(如《九章算术注》)，准确阐述祖暅原理的内涵——无论是文言文“幂势既同，则积不容异”，还

是现代数学语言“夹在两个平行平面间的两个几何体，若被平行于这两个平面的任意平面所截得的截面

面积都相等，则这两个几何体的体积相等”；学生自主发现：祖暅原理中“任意截面面积相等则体积相

等”的核心思想，与微积分中“微元累加”的逻辑高度契合，可以用这一章节学过的“已知截面面积来

求体积”来解释，即若截面面积 ( ) ( )1 2A x A x= ，则 ( ) ( )1 2d d
b b

a a
A x x A x x=∫ ∫ 。这一发现让学生深刻体会到

“数学知识的传承与演进”，增强了文化自信与学科认同感。 
为客观评估教学效果，笔者在期末对该年级 100 名学生进行了访谈。结果显示，80%的学生明确表

示该案例帮助他们深化了对旋转体体积的理解，其中 32%的学生能完整复述微元法推导过程，另有 15%
的学生因该案例对“数学建模”产生兴趣，不仅主动了解相关知识，还希望能够参与数学建模比赛。这

一数据充分证明，将生活案例与多维度知识延伸相结合的教学模式，能有效提升学生的学科素养与学习

主动性。 

总之，学生在“互补咖啡杯问题”的解决过程中，并没有被动记忆或套用各类旋转体体积公式，而

是在问题探究中逐步搭建起对微元法的认知框架，最终可以掌握“举一反三”的迁移能力与“深度思考”

的学习习惯。这与布鲁纳的“结构主义”与“发现式学习”理论(强调的是学科基本结构的掌握与学生主
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动发现过程的重要性)高度契合。因此，在微积分教学中广泛收集趣味性案例，是非常有价值的教学策略。 
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