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摘  要 

假设检验中的两类错误是概率论与数理统计教学的难点。针对学生普遍存在的概念混淆、计算障碍及关

系理解困难等问题，文章基于正态分布构建动态可视化模型，系统解析了样本量固定时两类错误概率此

消彼长的动态平衡关系，并量化展示了第一类错误概率、第二类错误概率与样本量的内在联系。通过理

论机制分析、数值模拟与几何解释三位一体的研究方法，有效化解了知识抽象带来的认知障碍，助力学

生深入理解核心内容。 
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Abstract 
The two types of errors in hypothesis testing represent a challenging topic in the teaching of prob-
ability theory and mathematical statistics. To address students’ widespread difficulties, such as con-
ceptual confusion, computational barriers, and struggles in understanding relationships, this paper 
constructs a dynamic visualization model based on the normal distribution. This model systemati-
cally analyzes the dynamic balance relationship where the probabilities of the two types of errors 
vary inversely when the sample size is fixed. It further quantifies the intrinsic connections among 
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the probability of Type I error (α), the probability of Type II error (β), and the sample size (n). Through 
a tripartite research approach integrating theoretical mechanism analysis, numerical simulation, 
and geometric interpretation, the study effectively overcomes cognitive obstacles arising from the 
abstract nature of the topic, thereby helping students gain a deeper understanding of the core con-
cepts. 
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1. 引言 

参数的假设检验是数理统计推断的重要内容之一，在许多领域具有广泛的应用，特别是在科学实验

和质量检验中[1]-[4]。但是，学生在学习假设检验时，特别是关于假设检验中的两类错误时，普遍存在以

下问题，这些核心问题既是认知难点，也是教学中的关键挑战，具体体现为以下几个方面：一是概念混

淆，对两类错误理解不到位；二是关系理解困难，无法深入理解在一定条件下，两者此消彼长的关系；

三是计算障碍，无法从概率角度量化。笔者针对上述问题，对假设检验中的两类错误进行系统分析和梳

理，以帮助学生深入理解知识，解决学习中的困惑。 

2. 假设检验基本原理 

假设检验是一种统计推断方法，用于确定收集到的数据是否充分支持某个特定的假设。假设检验中

最常见的是参数检验，即根据收集到的数据对总体分布含有的未知参数或未知参数的函数进行判断，给

出事先对它们做出的假设正确与否的决定[5]。 
为了推断总体的某些性质，需要先提出关于总体的假设，然后从总体中随机抽取样本，根据样本的

检验和分析，对提出的假设作出是接受还是拒绝的判断。 
参数的假设检验具体为[1]： 
设 ( )1 2, , , nx x x 为来自某一个参数分布族 ( ){ }, ,F x θ θ ∈Θ 的样本，Θ为参数空间Ω ， 0 1,Θ Θ ⊂ Θ，

且 0 φΘ ≠ ， 0 1 φΘ Θ = ，提出的一对假设为：  

0 0 1 1: , :H Hθ θ∈Θ ∈Θ  

0H 称为原假设， 1H 称为备择假设。 
对检验问题 ( )0 1,H H ，构造样本空间Ω的集合分割：W 和W W= Ω− ，W 称为检验的拒绝域，W

称为检验的接受域；确定检验规则，若检验统计量的值落入拒绝域，则拒绝原假设 0H ；否则，接受原假

设 0H 。因此，检验就是将定义空间划分为两个不相互的部分W 和W ，通过一个检验的统计量完成。当

拒绝域确定了，检验法则也就确定了。假设检验所依据的是小概率事件原理。 

3. 假设检验两类错误的认知难点与关系剖析 

3.1. 两类错误的定义与概率计算 

在统计检验中，作出决策结论的依据是“小概率事件在一次试验中几乎不可能发生”的实际推断原
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理，但这并不等于不发生[6]；又因依据样本而作出拒绝或接受原假设的推断，而抽样具有随机性和不确

定性，因此，对于给出的拒绝域W ，我们做出的判断不可能绝对正确，它可能会犯两类错误。 

3.1.1. 第一类错误 
若 0H 为真，但由于随机性使得样本观测值落在拒绝域W 中，我们拒绝了原假设 0H ，从而犯了“弃

真”错误，这种错误称为第一类错误，其发生的概率称为犯第一类错误的概率，或称为弃真概率，通常

记为α ，即 

( ) { } ( )0 0 0,P H H P X Wθα θ θ= = ∈ ∈Θ拒绝 为真  

其中， ( )1 2, , , nX x x x=  表示样本。 

3.1.2. 第二类错误 
若 0H 不真(原假设本来不成立，即 1H 为真)，但由于随机性使样本观测值落在接受域W 中，我们接受

了原假设 0H ，从而犯了“取伪”错误，其发生的概率称为犯第二类错误的概率，或称为取伪概率，通常

记为 β ，即 

( ) { } ( )0 1 1,P H H P X Wθβ θ θ= = ∈ ∈Θ接受 为真  

综上，明确起见，两类错误以表格形式给出[7] [8]，如表 1 所示。 
 

Table 1. Two types of errors in hypothesis testing 
表 1. 检验的两类错误 

判断 
情况 

H0 成立 H1 成立 

拒绝 H0 犯第一类错误 判断正确 

接受 H0 判断正确 犯第二类错误 

3.1.3. 两类错误的计算 
以单正态总体均值的右尾 Z 检验为例，对两类错误的关系进行解释。 
例 1 设样本 1 2, , , nX X X 来自正态总体 ( )2~ ,X N µ σ ，其中 2σ 已知，检验假设 0 0:H µ µ≤ ，

1 0:H µ µ> ，显著性水平为 α ，样本量为 n，检验统计量为 0X
Z

n
µ

σ
−

= ，且 ( )~ 0,1Z N ，拒绝域为

{ }W z zα= ≥ ，计算犯第一类错误的概率α 和犯第二类错误的概率 β 。 

解：由上述定义，知道犯第一类错误的概率α 为显著性水平。下面计算犯第二类错误的概率 β 。 
第二类错误发生在原假设 0H 为假(即备择假设 1 0:H µ µ> 为真)时，但我们却接受了原假设。接受原

假设的区域 { }W z zα= < ，故对于给定的真实均值 µ (且 0µ µ> )，有 

 

( ) { }
{ }

0 1

0

0
0

P H H

P Z z

XP z
n

α

α

β µ

µ µ

µ µ µ
σ

=

= < >

 − = < > 
  

接受 为真

  (1) 

将式(1)中 0X
n
µ

σ
−

的分子拆为两部分，变形为： 
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( ) ( )00 0
XX X

n n n n

µ µ µµ µ µµ
σ σ σ σ

− + −− −−
= = +  

于是， ( ) 0 0
0 0

X XP z P z
n n n nα α

µ µ µ µµ µβ µ µ µ µ µ
σ σ σ σ

   − −− −   = + < > = < − >   
      

 

而 ( )~ 0,1X N
n
µ

σ
−

，有       

 ( ) 0z
nα

µ µ
β µ

σ

 −
= Φ −  

 
  (2) 

其中， ( )Φ  为标准正态分布的分布函数，临界值 zα 满足 ( ) 1zα αΦ = − 。 

3.2. α与 β关系的理论机制分析与动态可视化验证 

3.2.1. 理论机制分析 
由式(2)知，第二类错误概率 β 受显著性水平α 、真实均值 µ 、样本量 n 的共同影响。当样本量 n 固

定时，进一步分析α 和 β 的关系： 

由式(1)知，当其它不变时，α 越小，zα 越大( zα 为标准正态分布的上α 分位数)，于是 0z
nα

µ µ
σ
−

− 增

大，由于分布函数 ( )Φ  单调递增，从而 β 就越大。反之，若α 越大， β 就越小。 

为具体说明α 与 β 在固定 n 下的此消彼长关系，给出数值示例。取 0 100µ = ， 15σ = ， 25n = ， 105µ = ，

当α 分别取 0.01、0.05、0.1 时，依据式(2)计算对应 β 的值，结果如表 2 所示。 
 

Table 2. Two types of errors in hypothesis testing 
表 2. α 分别取 0.01、0.05、0.1 时得到的 β 值 

α 值 zα  β 计算 β 值 

0.01 2.33 52.33
3

 Φ − 
 

 0.75 

0.05 1.64 52.33
3

 Φ − 
 

 0.49 

0.10 1.28 52.33
3

 Φ − 
 

 0.35 

 
由表 2 可清晰地看到，在样本量 n 及其他参数固定的条件下，随着显著性水平α 的增大，犯第二类

错误的概率 β 显著减小。 
上述数值示例说明，在样本量 n 固定且其他条件不变的情况下，期望同时将α 和 β 都控制得很小是

不可能的。 

3.2.2. 动态可视化验证 
如果增大样本量会如何影响α 和 β 呢？为了更清晰地展示显著性水平α 、第二类错误概率 β 和样本

量 n 三者之间的关系，利用 MATLAB 绘制了三维动态可视化图进行直观呈现。为此，编写了交互式

MATLAB 程序，创建了一个图形用户界面。该界面包含两个滑块：一个用于控制显著性水平α ，另一个

用于控制样本量 n。学生可以通过动态调节这α 和 n 参数，实时观察参数变化如何影响第二类错误概率

β ，从而深入理解三者间的动态关联。如固定α ，滑动 n 滑块，观察样本量增大如何显著降低 β ；如固
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定 n，调节α 滑块，理解显著性水平变小，如何导致 β 升高。图 1 展示了该可视化工具的一个截面，动

态呈现了α 、n 、β 三者构成的关系图，这种直观、动态的关联呈现，有效克服了传统静态讲解的局限，

使学生能够主动探索并深刻理解参数间的复杂相互作用。  
 

 
Figure 1. Teaching interface for visualizing α-n-β dynamics 
图 1. α-n-β关系动态可视化界面示意图 

3.2.3. 关系总结 
综上，对于α 和 β 的关系，可以明确以下两点： 
(1) 固定样本量 n 时，α 和 β 的关系就像跷跷板，此消彼长，α 小， β 就大； β 小，α 就大，不可

能使得α 和 β 同时充分小[9]。 
(2) 增大样本量 n 的作用：增加样本量是协调降低α 和 β 矛盾的关键途径。增大 n 能显著降低 β ，

或者在保持α 不变的前提下更有效地降低 β 。然而，增大 n 意味着更高的数据收集成本，在实际应用中，

需权衡成本与对两类错误控制精度的要求，有些情况是不现实的。因此，统计实践中通常预先设定可接

受的显著性水平α ，然后通过功效分析确定能够将 β 控制在目标值，或达到期望检验效能，所需的最小

样本量 n。 

3.3. 基于正态分布的动态可视化分析 

以正态分布的右尾检验为例，对假设检验问题中两类错误及有关问题，进行几何上的说明和解释，

图形展示两类错误的概率的变化关系，使抽象概念具象化。 

3.3.1. 临界值移动对两类错误的影响(固定样本量 n) 
设样本 1 2, , , nX X X  为来自正态总体 ( )2~ ,X N µ σ ， 2σ 已知，检验问题： 0 0:H µ µ≤ ， 1 0:H µ µ> ，

样本均值 X 在 0H 下服从
2

0 ,N
n
σµ

 
 
 

，在 1H 下服从
2

1,N
n
σµ

 
 
 

，即 0H 成立时，
2

0~ ,X N
n
σµ

 
 
 

；当 1H 成

立时，
2

1~ ,X N
n
σµ

 
 
 

。如图 2(a)为初始状态 X 的两个分布，其中蓝色曲线表示在 0H 下，以 0µ 为中心的

X 的分布曲线，红色曲线表示在 1H 下，以 1µ 为中心的 X 的分布曲线。 0H 成立时，α 为 1X C> 的概率，

是 0H 曲线下 1C 右侧的尾部面积； β 为 1X C≤ 的概率，是 1H 曲线下 1C 左侧的尾部面积。 
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(a) 

 
(b) 

Figure 2. Critical value slider demonstration diagram 
图 2. 临界值滑动演示图 
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运用 matlab 编程，给出交互模型，进行临界值滑动演示，如图 2 所示。此时，临界值 C 的移动直接

影响两类错误的概率。临界值 C 右移，则降低α ，即减小 0H 曲线下 C 右侧的尾部面积，但增大 β ，即

增大 1H 曲线在 C 左侧的尾部面积。反之，C 左移降低 β 而提高了α 。因此，α 和 β 呈现此消彼长的关

系，这是源于固定分布形态下，改变 C 只是移动了划分接受域和拒绝域的边界，重新分配了曲线重叠区

域下两类错误的面积。也就是说，调节临界值会直接改变定义两类错误概率的区域范围，从而引起α 与

β 此消彼长的变化趋势；需要强调的是，这种变化并非严格的数学对称关系，即两者下降或上升的幅度

未必相同，而是在给定样本量，即固定数据信息精度这一约束条件下，对弃真风险α 与取伪风险 β 进行

权衡取舍后所接受的动态平衡状态。 

3.3.2. 样本量增大后，两类错误同时降低的几何解释 

当增大样本量 n 后，会减小 X 的方差
2

n
σ

，也就是意味着分布曲线会变得更加的瘦高和陡峭，并集

中于各自均值 0µ 和 1µ 附近，如图 3 所示。 
 

 
Figure 3. Visualization of simultaneous reduction in two types of errors with larger sample sizes 
图 3. 样本量增大后，两类错误同时降低示意图 

 
分布曲线的收紧显著减小了它们之间的重叠区域。在固定临界值 C 的情况下，它们之间的重叠区域

会显著缩小，这正是能够同时降低α 和 β 的关键。因此，在固定临界值 C 的情况下，增大样本量 n 可以

同时降低犯第一类错误α α′ < 和第二类错误 β β′ < 的概率。图形直观地展示了，增大样本量如何通过降

低数据离散度协同降低两类错误概率。 
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4. 教学实验设计与效果分析 

为客观评估基于正态分布动态可视化的教学方法，开展了两个班的对比教学实验。一个班为对照组，

采用传统教学；另一个为实验组，在传统教学的基础上，引入动态可视化教学，两个班前序课程成绩无

显著性差异。实验围绕“假设检验中的两类错误”这一知识点展开，为全面评估教学效果，收集并分析

学生概念理解试卷、学习兴趣和信心等问卷反馈数据，用以检验方法是否有效。概念理解试卷，包含选

择题、判断题和简答题，重点考察学生对两类错误定义、关系及影响因素的理解；对于学习兴趣、信心

及对该教学方法的接受度和满意度等，采用 Likert 五级量表问卷，用 SPSS 软件分析数据。 
测试成绩进行统计分析，结果如表 3 所示。实验组的平均得分显著高于对照组，表明实验组学生对

两类错误的理解等概念性问题上明显优于对照组。 
 

Table 3. Statistical analysis of test scores 
表 3. 测试成绩的统计分析 

组别 人数 平均分 T 值 P 值 

实验组 32 85.15 11.45 0.00 

对照组 35 76.32   

 
同时，学习兴趣问卷调查显示，对假设检验内容的学习兴趣和信心打分，实验组学生平均分为 4.32/5；

对照组为 3.56/5，实验组显著高于对照组；经独立样本 t 检验，两组差异具有统计学意义(t (65) = 5.42, p 
< 0.001)。这表明，基于动态可视化的教学方法有效激发了学生的学习动机，显著增强了其攻克难点的认

知信心，这为深化概念的理解提供了积极的情感态度基础。 

5. 结语 

本研究对假设检验中两类错误的认知难点，采用了基于正态分布假设的动态可视化教学手段，通过理论

解析、数值模拟与几何解释三者的融合，系统揭示了样本量固定时α 与 β 此消彼长的动态平衡机制，以及

增大样本量在协调两类错误矛盾中的核心调控作用；所开发的交互式 MATLAB 工具，支持学生动态调节α
与  n ，并实时观测 β 变化规律，这种交互式演示，通过参数实时交互，动态呈现α 、 β ，将抽象概率计算

转化为分布曲线重叠区域的可视化表达，从而具象化概念，有效化解了传统教学中概念抽象与关系理解困难

等瓶颈问题，从而深化了学生对两者关系的认知。未来研究，可进一步拓展非正态分布检验的广义可视化框

架，用可视化桥梁连接理论概率空间与学生认知空间，进一步提升学生的理解和统计推断能力。 
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