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摘  要 

作为连接初等数学与高等数学的桥梁，数学分析是数学思维训练的基石，变化与逼近的哲学，具有高度

抽象性，对初学者并不友好。启发式教学强调以学生为主体，通过创设情境、设置障碍、类比引导等方

式激发学生的学习动机。启发式教学思想在我国具有悠久的历史。文章以级数的敛散性为例，探讨在数

学分析中应用启发式教学方法。通过还原知识的生成过程，设计富有层次的问题链，将知识的历史发展

脉络、逻辑推演的过程融入到教学环节中。实践表明，启发式教学不仅能降低学生的认知困难，更能引

导其洞察知识的本质，实现逻辑思维与创新能力的协同发展。  
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Abstract 
As a bridge connecting elementary mathematics and advanced mathematics, mathematical analysis 
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is a cornerstone for training mathematical thinking, and a philosophy for change and approximation. 
It is highly abstract and thus unfriendly to beginners. Heuristic teaching is a kind of special teaching 
model, which is characterized by student-centered. This approach is focus on stimulating students’ 
motivation by creating situations, setting question circumstances, and using analogies as guidance. 
The philosophy of heuristic teaching has a long history in China. Taking the convergence and diver-
gence of series as an example, this paper explores the application of heuristic teaching method in 
mathematical analysis. By constructing a four-level heuristic framework “cognitive conflict, intui-
tive perception, logical construction, and transfer-creation”, the purpose of heuristic teaching is to 
guide students’ autonomous learning and to reconstruct the process of knowledge generation. A 
well-designed, hierarchical chain of questions is developed, integrating the historical development 
and logical deduction of knowledge into the teaching process. The teaching practice of several years 
shows that the heuristic teaching not only reduces students’ cognitive difficulties but also helps 
them gain insight into the essence of knowledge, thereby achieving the synergistic development of 
logical thinking and innovative ability.  
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1. 前言 

数学分析是高等院校数学类专业及相关学科的一门核心主干课程，其内容涵盖实数理论、极限理论、

微积分学以及级数论等板块，承担着培养学生严谨的逻辑思维能力、推理论证能力以及运用数学方法解

决实际问题能力的重要使命[1] [2]。我国数学分析的教学长期沿用以欧洲大陆讲授法为主体的模式，普遍

采用“定义–定理–例题”的线性教学流程[3]。这种模式追求严谨的数学概念，强调系统的逻辑性，主

张数学分析应从极限的 ε δ− 语言开始学习，导致课程教学面临着一系列结构性困境。这种强调系统地传

递数学知识体系的教学模式逐渐显现出过度强调推理过程，以及对应用理解关注不足的倾向[3]。这种教

学模式注重理论推导和逻辑推理，容易导致学生出现“入门难、理解难、坚持难”的现象，使初学者难

以建立起完整的数学建模思维体系，影响后继课程的学习[1] [3]。系统审视并创新数学分析教学方法，有

助于提升数学学科人才培养质量，也是深化高等教育改革的题中之义。将课程教学方法由“知识中心”

逐步转向“育人中心”是宏观演进趋势[1] [3]。 
启发式教学(Heuristic Teaching)以启发学生思维为核心，是引导学生积极主动地掌握知识的各种具体

教学方法的统称。其核心特征是强调学生的主体地位，以教师的引导与启发为前提，注重培养学生的独

立思考能力与创新精神，具有灵活性和开放性，不拘泥于固定模式的特点[4]-[6]。启发式教学强调在教学

中以学生为主体，问题为导向，教师通过创设情境、设置障碍、类比引导等方式，激发学生内在的学习

动机，促使学生通过独立思考、合作探究来“再发现”知识，而非被动接受现成结论[5]-[7]。启发式教学

模式与在国际科学类课程教学中广泛应用的 5E 教学模式具有很多相似之处。例如，两者都强调教学中学

生的主体地位。20 世纪 80 年代末期提出的 5E 教学模式，将教学分成吸引(Engagement)、探究(Exploration)、
解释(Explanation)、迁移(Elaboration)和评价(Evaluation)五个环节[8] [9]。该模式基于建构主义学习理论，

以学生为中心，鼓励学生主动探究、积极思考，激发学生的探究意识，让学生在合作交流中发现问题、
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分析问题和解决问题。5E 教学模式不仅有助于提高学生的学习效果和学习兴趣，还有助于培养学生的批

判性思维和终身学习能力[9] [10]。5E 教学模式是具有明确的操作流程，认为学生学习过程就是知识主动

建构的过程，强调探究式学习和形成性评价，是当代重要的探究教学模式和概念转变教学模式[11] [12]。
另一方面，启发式教学属于教学思想的层面，是指导教师进行教学活动的一种总体原则和指导思想，具

有高度的抽象性与普遍适用性。启发式教学反映了教学的基本规律，可适用于任何学科的课堂教学[4]-[6]。
而 5E 教学模式则属于教学方法的层面，是建立在特定理论(建构主义、概念转变理论)基础上的、具有明

确操作流程的具体教学模式。近年来，5E 教学模式被逐渐应用于非科学类课程的课程教学。例如，宋媛媛

基于教学评一体化视角，将 5E 教学模式应用于初中英语阅读的课程教学中。发现在 5E 英语阅读教学模式

下，各教学环节紧密相扣，能够充分发挥学生的主观能动性，逐步提升学生的思维能力与核心素养[13]。 

2. 我国启发式教学思想的历史 

我国是一个历史悠久、文化灿烂的国家，非常注重知识传承，涌现了一大批教育家和思想家。在知

识传播的过程中，总结出很多教育思想。启发式教学方法就是其中之一，其在我国教学中的应用有着久

远的历史。孔子在《论语·述而》中提出启发式教学的原则：不愤不启，不悱不发。举一隅不以三隅反，

则不复也[4]。孔子强调学生自主学习的重要性和必要性：不到苦思冥想仍想不通的时候，不要去开导他；

不到想说却说不出来的时候，不要去启发他。老师告诉学生一个方面，学生不能由此推知其他三个方面，

就不再重复教他了。孔子的这句名言道出了教育的真谛，强调学生自主学习在知识获取与能力提升中的

不可替代性作用。朱熹继承并发扬了孔子的教学思想，对孔子的启发教学思想进行了系统阐释。朱熹在

《论语集注》中对孔子的“不愤不启，不悱不发”教育思想作如下注释：愤者，心求通而未得之意；悱

者，口欲言而未能之貌。启，谓开其意，发，谓达其辞[4]。大意是学生内心苦求通达而未得，口中欲言

而未能，教师此时予以开导和启发。“愤”指学生想要尽快解决却又弄不明白的心理状态，而“悱”是

想表达却又说不出口的心理状态。朱熹强调启发式教学的时机：不待愤悱而发，则知之不能坚固；待其

愤悱而后发，则沛然矣。旗帜鲜明的指出自主学习对学生深入理解与掌握知识的重要性。只有当学生对

问题进行深入思考，达到“愤悱而发”的程度，其对知识的理解才能深刻。老师的作用就是当学生自主

学习，达到“愤悱”的状态后，进行引导和讲解，让学生知其然也知其所以然，达到举一反三的目的。 
启发性原则这种强调引导学生主动思考而非强行灌输的教学思想是我国古代教育思想的重要原则，

受到广泛的应用。比如，在《礼记·学记》中关于启发性教学原则有如下的论述：君子之教喻也，道而弗

牵，强而弗抑，开而弗达[4]。大意为教师教育学生，要引导学生自己学习而不是强制学生学习，要鼓励

学生学习而不是压抑学生的学习热情，要启发学生思考而不是直接告诉学生答案。“道而弗牵”的教育

原则主张教师在教学过程中应引导学生主动思考而非强行灌输，强调通过启发式教学激发学生的自主性。

这一思想与“强而弗抑”(鼓励而非压抑)、“开而弗达”(启发而非告知答案)共同构成了启发性教学的核

心，体现了对学生心理发展规律的尊重。现代教育心理学研究指出，其理念与建构主义学习理论有高度

契合之处。 
针对我国近代教育以考取功名为目的，脱离实践的现象，陶行知先生强调教育要启发学生追求真理、

做真实的人。其倡导的“生活教育”理念与启发式教学的宗旨高度契合。陶行知毕生致力于教育改革，

创立了以“生活即教育”、“社会即学校”、“教学做合一”为核心的生活教育理论[4]。主张教育应与

生活和社会紧密结合。另外，叶圣陶先生也提出“教是为了不教”的教育理念：“所谓教是为了不教，

就是要使学生自己掌握学习的方法，提高创新的能力[14]。只有这样，他们才可以离开教师，才可以超过

教师，才可以成为人才。”启发式教学这种强调教育的真谛在于点燃学生求知的欲望，引导学生自主学

习的教学理念，在我国现代中小学教学中也得到广泛的应用[14]。 
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3. 启发式教学在数学分析课程教学中的主要作用 

作为专业基础课，数学分析在数学各专业中扮演着核心思维训练的基石角色。它不仅仅是微积分的

严格化，更是连接初等数学与现代高等数学的桥梁[1]-[3]。数学分析的作用主要体现在以下四个维度。首

先，重塑学生对数学的认知。数学专业的学生需要从知其然转变为知其所以然，从“计算”转向“证

明”[1]。例如，掌握函数确界的概念，理解确界与最值的区别，并用确界原理证明数列及函数的单调有

界定理。又如，掌握连续与一致连续概念的区别，理解为什么闭区间上的连续函数一定一致连续，等等

[2]。在数学分析的学习过程中要注重消除直觉与错觉导致的理解偏差。用一些特殊构造的反例，如狄利

克雷函数、黎曼函数、锯齿波等等，培养学生用精确的数学语言描述模糊概念的能力。通过严格的逻辑

训练，为后续更高阶更抽象的课程，如实变函数、泛函分析、拓扑学等等打好基础。其次，奠定后续核心

课程的基础。数学分析几乎是数学专业所有分支的基础，支撑后续更高阶更抽象的课程的深入学习。比

如，实分析是将数学分析的有限维、具体空间的分析推广到更一般的可测函数和积分理论，而泛函分析

则将其抽象到无穷维空间。复分析本质上是将数学分析中的极限、连续、微分、积分等等概念与理论移

植到复数域，并由此产生全纯性、共形映射等更优美的性质。另外，数学分析中的开集、闭集、紧性、连

通性等概念是点集拓扑的源头和具体模型。再次，训练学生的数学核心素养。数学分析的学习过程，本

质上是对学生数学思维能力进行强化训练，以掌握从事数学研究或理论应用的基本功。通过刻苦学习，

学生需在抽象思维能力和逻辑思维链条上有大的提高，完成从具体的数字运算过渡到对函数空间、算子、

结构的操控，学会构建严谨的证明。比如，确界原理、单调有界定理、柯西收敛准则等等基本定理的推

导与证明。最后，长远的隐形价值。数学分析对学生抽象思维和逻辑推理的训练，培养学生在严格框架

下进行创造性构造的思维习惯，这种习惯在算法设计、模型论证中至关重要[3] [5] [15]。使学生自然地形

成解决问题的基本思路与逻辑链条。 
简而言之，数学分析提供变化与逼近的哲学，是衡量一个学生是否真正进入了数学专业思维体系的

试金石[6] [7]。数学分析课程的高度抽象性，对初学者比较不友好，易使学生产生学习困难。在数学分析

的教学过程中，启发式教学具有不可替代的作用。首先，激发学生的认知主动性。启发式教学强调引导

学生主动思考而非灌输的教学思想将枯燥的概念转化为待解决的问题，促使学生从“要我学”转变为

“我要学”。其次，促进学生对理论体系的深入理解。通过揭示概念背后的直觉与逻辑必然性，帮助学

生建立稳固的认知结构，避免死记硬背。比如，数列极限定义的本质是当 n 充分大时，数列的项都挤某一

常数的一个任意小的邻域内，当然导致 n 充分大时数列的项都挤在一起，从而可引出数列的柯西收敛准

则[2]。再次，培养学生数学思维。启发式教学强调学生的自主学习，在“猜想–反驳–修正”的过程中，

训练学生的批判性思维与严谨论证能力[6] [7]。比如，考虑函数1 x 在区间 ( )0,1 上的连续性时，根据连续

的概念，对 ( )0,1 上的一个固定点 0x ，考虑1 x 在点 0x 的连续性。先限制 0 02 3 2x x x< < 。对任给的 0ε > ，

存在 2
0 2 0xδ ε= > ，当 0x x δ− < 时，有 

0
02

0 0 0

1 1 2x x x x
x x x x x

ε−
− = < − < . 

引导学生发现δ 不仅与 ε 有关，而且与点 0x 也有关。学生自然会提出疑问：是否存在公共的δ ，只

与 ε 有关，与点 0x 无关呢？就可以自然地引出一致连续性的概念。利用函数1 x 在区间 ( )0,1 上连续，但

不一致连续，引导学生较好的理解连续和一致连续两个概念[2]。最后，通过实例引导可降低学生的抽象

焦虑。启发式教学以直观的实例为跳板，为抽象概念搭建框架，可缓解学生对严格数学分析的畏难情绪

[15]。 
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4. 启发式教学在数项级数中的教学实践 

学习数项级数时，学生往往容易陷入“死记判别法”的误区，忽略级数的和本质上是“部分和数列

的极限”这一核心。启发式教学的核心在于通过精心设计的问题链、认知冲突和类比迁移，引导学生“重

新发现”数学知识，从而建立深刻的理解结构[1] [3]。级数的敛散性是级数部分的第一章，是整个级数部

分的基础[2]。主要介绍数项级数收敛与发散的概念，以及级数收敛的判别法则。可通过《庄子·杂篇·天

下》提到的“一尺之棰，日取其半，万世不竭”例子[2]。将每天截下那一部分的长度加起来就引出求无

穷多个数相加的和 

2 3 4
1 1 1 1 1+
2 2 2 2 2n+ + + + +  . 

显然所有截下的木棒长度之和为 1。抛出如下问题：为什么这无穷多个数之和为 1。引导学生思考前

n 天截下的木棒长度之和为1 1 2n− ，余下的木棒长度为1 2n 。从而引导学生利用前 n 项部分和数列的极

限来定义级数的和与收敛性。 
在教学过程中，可构建“认知冲突–直观感知–逻辑建构–迁移创造”四级启发式框架引导学生自

主学习[6] [7]。首先，创设认知冲突，制造“为什么”的求知饥渴感。级数教学最大的难点在于“无限和”

与“有限和”的本质区别。传统的直接讲授无法消除学生“通项趋于 0 就应该收敛”的认识误区。可以

应用如下启发策略，通过反直觉的问题或历史悖论(如芝诺悖论、无穷级数的“流浪者”问题)，让学生在

“矛盾”中意识到有限思维无法处理无限问题，从而激发探究欲望。比如可提出以下例子：假设有一根

长 1 米的可无限拉伸的橡皮筋，第一次拉长 1/2 米，第二次拉长 1/3 米，第 n 次拉长 ( )1 1n + 米。显然，

橡皮筋的最终长度可表示为 

1 1 1 11+
2 3 4 n
+ + + + +  . 

请问这根橡皮筋最终会被拉长到无穷远，还是会趋近于某个固定的长度？ 
其次，引导直观感知，从数到形具象化。可通过数形结合(如面积堆积、数轴上的跳跃等等方式)，让

学生在视觉上建立“部分和数列”的直观印象。例如，在数轴上动态演示级数 1 2n∑ 部分和1 1 2n− 的变

化趋势。引导学生观察：通项1 2n 只是每次增加的大小，而级数的敛散性取决于部分和1 1 2n− 是否会无

限地接近某一常数。再次，从特殊到一般构建逻辑框架。让学生从易于理解的实例出发，总结出级数收

敛的概念。例如，从级数 1 2n∑ 的和 1，引导学生得出级数的和是否存在可以由其前 n 项部分和数列的

极限来定义。由此引出利用数列收敛的判别法则来判断级数的收敛性。比如，让学生基于数列收敛的柯

西准则写出级数收敛的柯西准则。对调和级数 1 n∑ ，可计算其前 n 项部分和数列 

5 2.28333S = , 10 2.92897S = , 210
5.18738S = , 

310
7.48547S = , 610

16.69531S = , 1210
21.30048S = . 

调和级数增长得非常慢，在 100 亿次之后，只能达到 21.30048，之后增长速度越来越慢。那么，它

最终会去哪里？它是“停”在某个具体的值上，还是继续增长？注意到虽然调和级数 1 n∑ 的前 n 项部分

和数列增长速度很慢，但确实一直在增长，并没有停下。雅各布·伯努利在 1689 年发表的论文《论无穷

级数及其有限和》中利用逐项累加法给出了一个证明其发散的创新性方法[15]。要判断它是否趋向无穷，

我们需要找到一个比它更小的、且明显发散的级数作比较。比如 

1 1 1 1 1
3 4 4 4 2
+ > + = , 

1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 6 7 8 8 8 8 8 2
+ + + > + + + = . 
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如此下去，引导学生总结出 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1
2 3 4 2 3 4 5 8 9 16 2 2 2n

     + + + + + + > + + + + + + + + + > + + + +     
     

     . 

从而引导学生发现调和级数 1 n∑ 会一直在增长到无穷大。学生从经历计算的繁琐与迷茫，到找好参

照物的自然提炼，思考中完成从具体到抽象的思维跃迁。 
最后，回归本质，从判别法回到极限定义。启发式教学要防止学生沦为“判别法机器”。引导学生

意识到，所有判别法的根源都是部分和数列的极限。在收敛概念的基础上，引导学生基于柯西准则，给

出级数发散的第二个定义，并由此定义证明调和级数 1 n∑ 的发散性。引导学生理解，通项趋近于 0，只

是收敛的必要条件，而非充分条件。调和级数就是那个经典的反例。级数的敛散性这一节是级数理论的

开端，从此学生从有限和进入无穷和的全新领域，初学的学生会产生很多疑问。要引导学生理解级数收

敛和部分数列收敛的等价性，体会“万变不离其宗”的数学思想。 
启发式教学方法相比数学分析的传统的“定义–定理–例题–练习”的教学模式具有明显的优势与

特点。启发式教学变“被动接受”为“主动建构”，强调让学生经历“猜想–验证–修正–证明”的完

整过程[1] [6] [7]。学生由被动学习者转化为主动参与创造的探索者。这种训练对于培养具备创新能力的

数学人才至关重要。比如，在讨论调和级数的敛散性的时候，我们并不直接告知学生“调和级数发散”，

而是引导同学通过分组放缩的方法，自己发现了调和级数中包含无数多个 1/2。这种“发现感”带来的成

就感，远胜于死记硬背“调和级数发散”这个结论。学生即使毕业多年，也会记得“那个慢吞吞却奔向

无穷的级数”。启发式教学变“技巧灌输”为“思想渗透”。学生将调和级数与发散的级数作比较，得

到调和级数的发散性，引导出“找更小的参照物”策略，掌握放缩和比较的思想。将“孤立知识点”联

接成“认知网络”。调和级数 1 n∑ 虽然通项1 n 趋于零，其发散性说明通项趋近 0 的速度还不够快，要

保证收敛，通项趋于 0 的速度要更快。再与 p 级数 1 pn∑ 作比较，得出 p 级数当 1p > 时收敛，当 1p ≤
时发散[2]。这样可帮助学生建立了不同知识之间的联系，并建立“极限–数列–部分和–级数”的知识

链条，为后续学习幂级数、傅里叶级数中“收敛性”的复杂性奠定了坚实的直觉基础。启发式教学可有

效缓解了学生的“分析恐惧症”。部分大一新生，会对数学分析严格的理论体系，高度抽象的逻辑推理

产生畏难情绪。启发式教学通过生动的问题情境、具身认知的实验活动(如手动计算部分和、分组重排)，
让冰冷的知识变得生动有趣，有效提升了学生的学习效能感与学习兴趣。 

在数学分析的教学中灵活应用启发式教学，关键在于教师要从“知识传授者”转变为“思维教练”。

通过设计富有层次的问题链，将历史发展的脉络、逻辑推演的过程融入到教学环节中，让学生在“困而

求知”中掌握判别法，在“疑而思辨”中理解收敛的本质[6] [7]。这样的课堂，虽然前期铺垫比直接讲定

理耗时，但换来的却是学生理解深度的跃迁和数学思维的真正生长。启发式教学并非简单的课堂提问技

巧，而是一种以学生认知规律为基点的教学哲学。在数项级数乃至整个数学分析的教学中，教师若能善

用认知冲突、历史溯源、类比迁移等策略，便能引导学生穿越抽象的迷雾，真正步入分析数学的堂奥，

实现知识传授与思维启迪的双重目标[6] [7]。 
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