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摘  要 

新工科建设对数学专业学生的数学建模、跨学科应用、科学计算和复杂问题分析能力提出了新要求。文

章以本校数学专业最新版培养方案、课程大纲、现用教材及相关教改研究为依据，参照逆向设计与建构

性对齐思想，对课程目标、教学内容、学习任务和评价证据进行一体化设计。课程以Hadamard适定性

为主线，将模型与定解问题、经典方程的解析与定性理论、弱解与变分方法基础、数值方法与跨学科应

用相互联系，并建立“能力要求–课程目标–教学任务–评价证据”的对应关系。文章给出基础、提高

和拓展三个教学层次以及48学时、32学时两种配置，以一维热方程说明建模、存在性、唯一性、连续依

赖和数值稳定性的组织方式。在此基础上，本文将图像处理中的Perona-Malik非线性扩散和物理信息神

经网络设置为拓展项目，并提出32学时版本的课堂讲授与课外阅读的分层安排、泛函分析在线预备学习

单元及单班试点教学评价资料收集方案。本文属于课程设计研究，其实施效果尚需通过后续教学实践加

以检验。 
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Abstract 
Emerging Engineering Education places new demands on mathematics majors’ abilities in mathemati-
cal modeling, interdisciplinary application, scientific computing, and the analysis of complex problems. 
Based on the current mathematics program, the syllabus and textbook of the Partial Differential Equa-
tions course, and relevant studies on teaching reform, this paper adopts the principles of backward 
design and constructive alignment to integrate course objectives, content, learning tasks, and assess-
ment evidence. With Hadamard well-posedness as the organizing thread, the proposed curriculum 
connects four components: models and initial-boundary value problems, analytical and qualitative the-
ories of classical equations, fundamentals of weak solutions and variational methods, and numerical 
methods and interdisciplinary applications. It also establishes an alignment among competency re-
quirements, course objectives, learning tasks, and assessment evidence. Three instructional levels—
fundamental, advanced, and extended—are specified, together with two course configurations of 48 
and 32 teaching hours. A one-dimensional heat equation is used to illustrate how mathematical mod-
eling, existence, uniqueness, continuous dependence, and numerical stability can be organized within 
a coherent instructional unit. The design is further supplemented with Perona-Malik nonlinear diffu-
sion and physics-informed neural networks as extension projects, differentiated arrangements for 
classroom instruction and supplementary reading in the 32-hour version, an online preparatory unit 
in functional analysis, and a plan for collecting assessment data from a pilot class. As a curriculum de-
sign study, the effectiveness of the proposed framework remains to be evaluated through subsequent 
teaching practice. 
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1. 引言 

新工科建设强调交叉融合、实践创新和复杂问题解决能力[1]。数学专业虽不直接培养工程师，却承

担着为自然科学和工程技术提供模型、理论与计算方法的任务。偏微分方程连接数学分析、泛函分析和

数值分析，是训练建模、论证与计算能力的课程。已有研究涉及新工科课程改革[2] [3]、研究型教学[4]、
知识结构[5]、课程思政[6]和数学建模[7]。面向数学专业本科生，仍需回答：如何将能力要求转化为课程

目标，如何以适定性贯穿定解问题，以及如何在有限学时内配置经典理论、弱解和数值计算。本文在文

献[3]基础上，以 Hadamard 适定性为主线，设置基础、提高和拓展三个层次，给出 48 学时与 32 学时方

案，重点讨论课程结构及其相应的数学论证。 
课程设计还依据现用教材[8]确定教学内容范围，并借鉴逆向设计[9]与建构性对齐[10]。国际上，Jegdic

在偏微分方程课程中引入真实应用项目、计算技术与学生展示[11]；Freeman 等对 225 项本科 STEM 教学

研究的元分析表明，主动学习总体上有利于考试表现并降低不及格风险[12]。这些研究提示，应用案例、

计算工具和主动学习只有与课程目标和评价证据建立明确的对应关系，才能形成较为完整的课程结构。 
与文献[3]主要从问题驱动、计算实验和项目学习等方面讨论数学物理方程教学内容优化不同，本文
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进一步限定数学专业本科偏微分方程课程，以 Hadamard 适定性为内容组织主线，分别落实主要定解问题

的存在性、唯一性和连续依赖，建立基础、提高与拓展三个教学层次，并给出 48 学时与 32 学时配置以

及热方程单元的数学设计。本文的增量主要体现为课程内容结构及其相应的数学论证，而非对既有改革

成效的重复报告。 

2. 研究思路与设计依据 

本文所依据的课程文本包括本校数学专业最新版人才培养方案、《偏微分方程》课程大纲和现用教

材[8]。培养方案用于确定课程应支持的数学建模、数学论证、科学计算和学术表达能力；课程大纲与教

材用于确定核心知识、先修基础和学时边界；相关教改研究用于吸收研究型教学、学生中心教学、数学

建模和课程改革中的教学设计方法。 
课程设计参照逆向设计与建构性对齐思想。逆向设计强调先确定预期学习结果和评价证据，再安排

教学内容与学习活动[9]；建构性对齐强调课程目标、教学活动和考核任务的一致性[10]。据此，本文按照

“分析能力要求–确定课程目标–选择教学内容–设计学习任务–确定评价方式–检验学时可行性”的

顺序开展设计：分析新工科建设和人才培养方案中的能力要求，将与本课程直接相关的要求转化为可观

察的课程目标，再选择相应的模型、解析理论、定性分析、弱解和数值方法，最后通过建模报告、证明作

业、计算实验和项目答辩评价目标达成情况。 
内容取舍遵循数学内容的基础性、后续课程衔接、可评价性和学时可行性四项标准。根据这些标准，

偏微分方程的基本对象、基本方法和核心论证作为共同要求；弱解与数值方法根据先修基础分层安排；

重复性的边界条件齐次化、傅里叶系数计算和程序语法训练转为课外练习；研究前沿和复杂应用列为拓

展内容。本阶段不包含教学效果检验，也不据此声称学生能力已经提高。 
为明确本文方案的定位，传统讲授、代表性改革方案与本文方案的比较见表 1。 

 
Table 1. Comparison of the proposed curriculum with traditional and representative reform approaches 
表 1. 本文课程方案与传统方案及代表性改革方案的比较 

比较维度 传统讲授方案 代表性改革方案[4]-[12] 本文方案 

教学目标 掌握概念、公式和典型 
求解方法 

强化学生参与、跨学科应用 
或计算工具的使用 

模型建立、方法选择、数学论证、科学计算和 
学术表达 

组织原则 按教材章节和求解方法 
推进 

采用问题驱动、项目学习或 
主动学习 

以 Hadamard 适定性为主线，使课程目标、教学 
任务与评价证据相一致 

内容与任务 经典方程解析求解与 
课后习题 加入建模、计算实验或项目 四部分内容分三层实施，任务分别对应课程目标 

局限 对模型建立和结果解释 
关注不足 

项目学习与理论教学联系 
可能不够紧密 

保持数学论证的完整性并兼顾学时限制，实施 
效果仍需通过班级教学实践和学习评价资料加以 
检验 

注：代表性改革方案概括文献[4]-[12]的共同特点，不指向单一研究。 

3. 新工科能力要求与课程目标 

课程设计遵循“新工科能力要求–数学专业人才培养目标–偏微分方程课程目标–教学内容与任务

–学生作品和评价证据”的对应关系。复杂问题建模能力落实为从守恒定律、本构关系或几何约束建立

完整定解问题；跨学科应用能力落实为比较热传导、扩散、振动等模型的共同结构和适用条件；计算与

数字素养落实为选择离散方法、记录计算环境并进行网格加密试验；批判性思维能力落实为比较经典解、

弱解与数值解的适用范围；沟通合作能力落实为规范报告、课堂陈述和项目答辩。由此，“新工科”不
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再只是课程改革的背景表述，而成为内容选择和评价设计的依据。 
课程设置五项学习目标：一是能够明确未知函数、研究区域、参数、模型假设以及初始条件和边界

条件，建立完整的定解问题；二是能够综合方程阶数、线性或非线性、系数性质、区域几何、定解条件、

数据正则性和求解目的选择方法；三是能够运用能量法、极值原理和先验估计讨论唯一性、连续依赖及

其他定性性质；四是能够理解离散误差、稳定性和收敛性的基本关系并完成可重复的数值计算实验；五

是能够规范陈述假设、方法、结论、适用范围及个人贡献。上述目标依次对应模型建立、方法选择、数学

论证、科学计算和学术表达，并分别由建模报告、方法说明、证明作业、计算报告和项目答辩提供评价

证据。 

4. 以适定性问题为主线组织课程内容 

按照 Hadamard 的表述，一个定解问题适定，通常是指解存在、解唯一且对所给数据连续依赖，这里

的连续依赖应相对于预先指定的数据空间、解空间及其范数理解，不能脱离具体函数空间笼统表述。适

定性不是与求解方法并列的孤立知识点，而是研究定解问题的基本要求。对于每一类方程，教学均应追

问：在什么条件下能够构造解或证明解存在；解是否唯一；初始数据、边界数据或右端项发生小变化时，

解是否只发生相应的小变化。这样可以把模型来源、定解条件、解析表示、定性分析和数值计算联系起

来。 
课程内容由四个相互联系的部分构成。第一部分为模型与定解问题，保留守恒定律、本构关系、初

边值条件、一阶方程特征线和二阶方程分类。第二部分为经典方程的解析与定性理论，包括波动方程、

热方程、拉普拉斯方程和泊松方程的典型表示，以及能量法、极值原理和格林函数。第三部分为弱解与

变分方法基础，基础层次讲授测试函数、弱导数和弱形式思想；提高层次引入 1( )H Ω 、 ( )1
0H Ω 的必要基

础知识、泊松方程弱形式和唯一弱解结论；拓展层次讨论 Sobolev 嵌入、紧性和一般变分方法。第四部分

为数值方法与跨学科应用，包括有限差分格式、误差度量、稳定性分析和网格收敛试验。 
适定性的三个方面应采用与方程结构和学生知识基础相适应的数学方法。对于一阶线性方程，当方

程系数具有适当的正则性且初始流形非特征时，可由特征常微分方程构造解，并沿特征线比较两个解。

波动方程可通过达朗贝尔公式、积分表示或特征函数展开说明典型问题的存在性，再利用能量法证明唯

一性及对初值的连续依赖。热方程可借助热核或特征函数展开构造解，并以能量法或极值原理讨论唯一

性和稳定性。拉普拉斯方程在球、半空间等典型区域可由 Poisson 积分公式构造解；Poisson 方程可借助

格林函数或牛顿位势表示；对于一般区域，则通过弱形式说明弱解理论的必要性。具体方法还取决于区

域、定解条件、数据正则性和所需解的类型，不能简化为“根据方程类型选择方法”。以齐次狄利克雷

泊松问题为例，设 dΩ ⊂  为有界 Lipschitz 区域， ( )1f H −∈ Ω 。提高层次只要求学生理解下述弱形式及

唯一弱解结论： 

( ) ( )1 1
0 0 , d , , .u H u v x f v v H

Ω
∈ Ω ∇ ⋅∇ = 〈 〉 ∀ ∈ Ω∫求  

48 学时版本可进一步核查双线性型的连续性和由 Poincaré 不等式得到的强制性，教师据 Lax-Milgram
定理给出存在唯一性结论；32 学时版本不在课堂内完成定理条件核查，只要求理解弱形式的来源、边界

条件进入函数空间的方式以及唯一弱解结论。由此既给出存在性的数学依据，又避免在有限学时内仅作

概念性介绍。 

5. 有限学时下的内容配置 

课程不宜把弱解、有限差分、编程、项目和文献阅读全部作为新增课堂讲授内容。基础内容保证全

https://doi.org/10.12677/ces.2026.1410780
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体学生达到共同要求，提高内容连接数学分析、泛函分析和数值分析，拓展内容通过课外阅读或选做项

目完成。重复性的边界条件齐次化、傅里叶系数计算和程序语法训练可安排为课外练习，课堂时间主要

用于模型假设、方法适用条件、关键估计和计算结果解释。 
48 学时版本建议安排：模型、定解问题与方程分类 8 学时，经典方程的解析与定性理论 26 学时，弱

解与变分方法基础 4 学时，数值方法与跨学科应用 6 学时，综合研讨与考核 4 学时。32 学时版本相应压

缩为 4、20、2、4、2 学时。压缩时仍以经典方程和适定性论证为主要教学内容，数值部分完成一项热方

程实验，复杂应用和文献阅读作为选做任务。特别是弱解部分的 2 学时只要求理解测试函数、弱形式和

泊松方程唯一弱解结论，Lax-Milgram 定理的条件核查列为提高或课外内容。 
新工科拓展案例采用课外项目或课堂讨论，不挤占经典理论的主体学时。其一，图像处理中的 Perona-

Malik 模型可写为 

( )( ) ,u c u u
t

∂
= ∇ ⋅ ∇ ∇

∂
 

以依赖图像梯度的非线性扩散兼顾去噪与边缘保持[13]，学生可比较其与常系数热方程的模型假设、

参数作用和离散稳定性。其二，物理信息神经网络以神经网络近似未知解，并把方程残差以及初始、边

界条件误差纳入损失函数[14]；讨论重点是分析方程残差与近似解误差之间的关系，并说明这一关系与定

解问题的稳定性有关；深度学习算法不作为课堂讲授内容。 
针对学时紧张与学生基础差异，32 学时版本把 Lax-Milgram 定理的条件核查、Sobolev 嵌入与紧性、

一般变分方法、上述拓展案例及补充编程练习列为阅读材料，不列入课堂讲授内容。对泛函分析基础薄

弱的学生提供约 150 分钟的在线预备学习单元，依次介绍测试函数与弱导数、 ( )1H Ω 与 ( )1
0H Ω 的必要基

础知识、Poincaré 不等式的用途以及 Poisson 方程弱形式，并根据短测验结果安排集中答疑。 

6. 典型单元的简化设计 

6.1. 模型建立与适定性分析 

典型单元不必扩展为独立的数值分析专题，其作用是展示模型、理论和计算如何围绕同一定解问题

相互联系。以一维热传导为例，首先从能量守恒和傅里叶定律说明未知函数、材料参数、热源以及初边

值条件。若温度为 ( ),u x t ，材料参数和横截面积为常数，则热扩散率 ( )k cκ ρ= ，热源项 ( )f q cρ= 。学

生应能够说明参数含义并完成量纲核对；若参数随位置变化，则应保留相应的散度形式。 
在理论环节，教师利用热核或特征函数展开说明典型问题的存在性，并严格区分唯一性与对初值的

连续依赖。设两个解具有相同边界条件和源项，令 1 2w u u= − ，则齐次狄利克雷条件下有 

22

0 0

d 1 d d 0.
d 2

L L
xw x w x

t
κ= − ≤∫ ∫  

若初值相同，则由初始能量为零和能量不增性得到唯一性；若初值不同，则得到 ( ) ( )2 2, ,0
L L

w t w⋅ ≤ ⋅ ，

说明解对初值连续依赖。两项结论应设计为不同问题，避免把“相同数据确定唯一解”和“初值扰动如

何传播”混为一谈。 

6.2. 数值稳定性与结果解释 

数值环节只保留稳定性判断和结果解释。对显式差分格式，学生需要知道 ( )2/ 1/ 2r t xκ= ∆ ∆ ≤ 的稳定

性条件，理解当 1/ 2r > 时存在高频误差分量被放大，而不是断言任意初值都会立即振荡。计算报告应明

确网格、时间步长、终止时刻和所用范数，区分数值误差、局部截断误差与离散残差，并通过网格加密
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判断结果是否可信。这样既保留科学计算训练，又不挤占经典理论的主体学时。 

7. 教学实施与课程评价 

课程实施首先要处理先修知识与后续课程的衔接。热方程需要傅里叶级数、特征值问题和分部积分；

波动方程需要特征线和能量方法；泊松方程需要格林公式、调和函数和变分思想。教学中应明确这些知

识在定解问题中的用途，并说明本课程与泛函分析、数值偏微分方程、反问题和非线性偏微分方程的联

系。围绕定解问题建立知识之间的联系，有助于学生形成对课程知识体系的整体认识[5]。 
评价方式应与五项课程目标对应。作为一种示例性配置，期末考试可占 40%，考查基本概念、经典

方法和核心论证；模型建立与证明作业占 20%；单元测验占 10%；可重复的数值计算实验占 15%；小组

研讨或课程项目占 15%。建模任务重点评价变量、参数、假设及初边值条件是否一致；证明任务评价论

证过程和假设条件是否完整；计算任务评价离散方法、参数设置、误差分析和结果解释是否合理；课程

项目评价文献引用、合作分工和口头表达。课程思政以科学精神和学术规范为载体，避免与专业内容生

硬拼接[6]。 
为使后续实践获得可用于教学研究的学习评价资料，应在实施前制定评价量表。课程开始和结束时

可设置结构相同而具体数据不同的模型建立和方法选择任务，保存建模报告、证明作业、程序代码、误

差图和答辩记录；开放性作业可由两名教师独立评分并检验评分者一致性。若比较不同班级或不同届次，

还应说明学生基础、任课教师、学时和试题难度的可比性，不能仅依据改革后一个班级的平均成绩作出

因果判断。 
首轮试点宜限定在一个完整教学班，收集三类过程性学习资料：采用同一评价量表分析前后两次建

模或证明作业、围绕适定性主线与学习负担的期中问卷、匿名小组项目初稿及反馈后的修订稿。开放性

作品由两名教师独立评分并检验评分者一致性。本文尚未取得经过匿名化处理和评分者一致性检验的真

实数据，现阶段只报告试点方案；完成实际教学后再补入样本量、频数分布和项目案例。 

8. 结语 

新工科背景下数学专业偏微分方程课程改革，应把能力要求落实到课程目标、教学内容、学习任务

和评价证据之中。本文参照逆向设计与建构性对齐思想，以 Hadamard 适定性为主线组织模型、解析理

论、定性分析、弱解和数值方法，并通过基础、提高和拓展三个层次处理内容扩张与有限学时之间的矛

盾。一维热方程单元表明，建模、存在性、唯一性、连续依赖和数值稳定性可以围绕同一定解问题组织。

同时，将 Perona-Malik 非线性扩散与物理信息神经网络设置为拓展项目，并通过课堂讲授与课外阅读的

分层安排、在线预备学习单元和单班试点教学，处理学时限制和学生基础差异。该方案属于课程设计，

其实施效果尚需依据学生学习成果和规范的数据分析进行检验与修订。 
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