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Abstract: Pseudorandom sequences with good properties have wide application in information security and communi-
cations et al. This paper construct an almost balanced generalized cyclotomic ternary sequence with period pn+1 based 
on the definition of generalized cyclotomic. Further, the autocorrelation values and linear complexity of this sequence 
are calculated. The method are based on using the classical cyclotomic numbers of order six and the values of partial 
exponential sums of cyclotomic class of order six over an extension field of GF(3). Results show that this sequence 
possesses good linear complexity. 
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摘  要：具有良好性质的伪随机序列在信息安全与通信中有广泛的应用。根据广义分圆定义构造了一类周期为

pn+1 的几乎平衡的 6 阶广义分圆三元序列。利用经典的 6 阶分圆数和部分指数和进一步计算了该序列的自相关

值和线性复杂度。结果表明该序列有较好的线性复杂度。 
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1. 引言 

 GF q 是指只有 q 个元素的有限域，q 为素数。 

设 为 上周期为 N 的序列，其

中

0 1, ,S s s 

N i

 GF q

is s  。它的自相关函数定义为： 

     
1

0

N
s i s i

s
i

R  


 



              (1) 

且 0 1N   ，ω为 q 次本原单位根。 

而序列的线性复杂度是指：最小的 L 满足： 

1 1 2 2g g g L g

设   2 1
0 1 2 1

N N
NS x s s x s x s x 
     为序列 S

的生成多项式，则该序列的线性复杂度可以通过下面

的公式算： 

     deg gcd 1,N NL S N x S x        (2) 

伪随机序列在信息安全领域中有广泛的应用。序

列的自相关值和线性复杂度是衡量序列伪随机性质

的两个重要指标，根据这两个判断标准，国内外的诸

多学者对伪随机序列进行了研究，得到了许多性质良

好的序列。 Ls c s c s c s      ，对所有的 g L ，其

中 。  1 2, , Lc c c GF q 1962 年，Whiteman 在[1]中提出了周期为 pq 的广
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义分圆，并计算了 2、4 阶的广义分圆数，人们把这

样的广义分圆称为 W-广义分圆。根据 W-广义分圆，

丁存生教授给出了 2 阶分圆序列的自相关值[2]，表明

了这类序列具有较好的密码学性质。白恩健[3]计算了

4 阶广义分圆序列的线性复杂度，得到了较好的结果。

而阎统江在[4]中考虑了任意阶的二元序列的线性复

杂度，给出了其上界和下界，表明大多数此类序列的

线性复杂度都是好的。另外，在 [5]中丁存生和

Helleseth 给出了另外一种广义分圆，人们称为 D-广义

分圆。这种广义分圆不仅仅局限于周期为 pq 的情形，

对于周期为 的序列同样适用。根据 D-广义分圆，

阎统江利用剩余类环的多项式分别计算了周期为 pq

和 的分圆序列的线性复杂度和自相关值[6]。后来，

Edemskiy 和阎统江用不同的方法计算了周期为

1np 

2p
1np 

和 的广义分圆序列的线性复杂度，得到了较好的

结果[7,8]。 

mp

近年来，由于三元序列和 q 元序列在编码与通信

工程中的广泛应用也引起来了不少学者的关注与研

究，例如[9-12]。我们都知道分圆数是构造序列的重

要工具之一！本篇文章利用六阶分圆构造了周期为

的三元序列。 1np 

2. 相关理论 

设 是奇素数， 为两个正整数，g 是

模 的原根，则 g 的阶为 且 

1p ef 

1 mod

,e f
np p1np 

 1p

 1

g p [13,14]。已知 NZ 代表模 N 的整数环，

这里 。1nN p  *
NZ 为 NZ 中可逆元素的集合。设 

 0
eD g ，它是循环群 *

NZ 的子群且 0
nD p f 。令：

， ，0
k

kD g D

则

, 0,1, ,k   1e   ;m m
k kp D p a a D 

m n m
kp D p  f 。由[8]知， 。 

1

0 0

0
n e

m
N k

m k

Z p D


 

   
我们称 为 e 阶广义分圆类， 。 kD 0,1, , 1k e 
对应 e 阶广义分圆数定义为： 

    
1

, 1 , , 0,1,
np

i ji j D D i j e


    , 1， 

且有下面的等式成立： 

     
   
 

0 1 0 1 0 0

0 1 1 0

1 1
,

i i j j i j

i j i j

i j

D D D D D

D D D D

D D

 

 



  

   

 

   

 



其中 0 1 0 1, , , 0,1, , 1i i j j e  。 

本篇文章中，我们取 ，f 为偶数。构造一类

六阶广义分圆序列(3)定义如下： 

6e 

    

   

   

1
0 3

0

1
1 5

0

1
2 4

0

0, mod 0

1, mod

2, mod

n
n m m

m

n
n m m

i
m

n
n m m

m

i p p D p D

s i p p D p D

i p p D p D



















 






 

 

 

 

下面我们就来计算一下此序列的自相关值和线

性复杂度。 

3. 自相关值 

现在我们将利用经典的六阶分圆数来计算上述

序列的自相关值，广义的六阶分圆数与经典的六阶分

圆数之间的关系由下面的引理给出。 

引理 1 ([5])      1, ,
mp pmi j p i j Z ,

1

。 

我们还需知道经典六阶分圆数的值！所以下面的

引理是必需的。 

因为 6p f  ，由[15]知：存在整数 A 和 B 使

得  ，除 B 的正负号外，A 和

B 由 p 唯一决定。

2 23 ,B A  1 mod3p A

 

1引理 2 设 6p f  是奇素数，f 为偶数 

则六阶分圆的分圆数   及

其取值由附录中表 1 和表 2 给出。 

 , , , 0,1,2,3,4,5
p

i j i j 

在计算序列的自相关值的过程中也需要下面的

两个引理。 

引理 3[5] 对任意  , , 1Nr Z r p  ，则 

 
 1

,
6

0,

n

i j

p p
i j

D r D

i j

 
   
 

  

引理 4 设 6p f 1  ，若 f 为偶数，则
 

01
mp

D  ，

m 为整数。 

证明略。 

现在我们给出序列的自相关值。 

定理 5 设  3GF 上周期为 ( ，f 为

偶数)的六阶广义分圆序列 定

义如(3)式，则它的自相关值为： 

1np 

S s

6p f 

10 1 1
, , np
s s  
 

1

 ,
D

 

1) 当  2 0 mod3gind  时， 

Copyright © 2012 Hanspub 166 



一类广义分圆三元序列的自相关值和线性复杂度 

 

 

 

 

1

0 3

1 4

2 5

, 0

2, ,

1
1 1,

2

1
1 1,

2

n

m

m
s

m

p

M N p D D

R M N B p D D

M N B p D D





 



 


  
          


        







,

,



 

2) 当 时， 2 1 mod3gind 

 
 

   

 

1

0 3

1 4

2 5

, 0

1
1 2,

2

1 1, ,

3
1 1, ,

2

n

m

s m

m

p

,M N B A p D D

R
M N A B p D D

M N B p D D










 


          
    


        







 

3) 当  2 2 mod 3gind  时， 

 
 

 

   

1

0 3

1 4

2 5

, 0

1
1 2,

2

3
1 1, ,

2

1 1,

n

m

s
m

m

p

,

,

M N B A p D D

R

M N B p D D

M N B A p D D










 


          
        


    







 

其中 ，0,1, ,m n  1 1n nM p p m    ， n mN p  。 

证明：若 0  ，则 。   1n
sR p 

下设 。 , 0,1, , 0,1,2,3,4,5m
kp D m n k   

m由引理 3 知  kp D 

     

 

 

 

 
 

 

 

   

0 3 1 5
0 0

2 4
0

1

0

1

2

2

         

         

         ,

n n
m m m m

m m

n
m m

m

N
s i s i

s
i

s i s i

i p D p D i p D p D

s i s

i p D p D

s s

R

U V W



 

 

 

 



 

   

 




 





 

 







 

 

    



 



   

 

  



 

其中 

  

  

   

   
   

0 3 1 5
0 0

1 5 2 4

2 4 0 3

                 

                ,

n n
m m l l

m l

m m l l

m m l l

V p D p D p D p D

p D p D p D p D

p D p D p D p D







 

  

  

   

  

 

 

 

   

   
   

0 3 2 4
0 0

1 5 0 3

2 4 1 5

                  

                 .

n n
m m l l

m l

m m l l

m m l l

W p D p D p D p D

p D p D p D p D

p D p D p D p D







 

  

  

   

  

 

 

 

下面我们计算 。 , ,U V W

首先计算 U， 

0 0

n n

ml
m l

U U
 

   

   
   
   
   
   
   

0 0 0

3 0 3

1 1 1

5 1 5

2 2 2 4

4 2 4 4

      

      

      

      

      

m l m l
ml

m l m

m l m l

m l m

m l m l

m l m l

U p D p D p D p

p D p D p D p D

p D p D p D p D

p D p D p D p D

p D p D p D p D

p D p D p D p D

 

 

 

 

 

 

   

   

   

   

   

   

 
 
 
 
 
 

3

3

5

5

l

l

D

 

1) 当 l m 时， 

 
0 0

1

3

0

t
k

n l
l

ml k

t
k

p D t l

p p
U p

p D l t n









 1

D

   


 

   


, 如果 , ;

, 如果 ;

, 如果 , .

 

2) 当 l m 时， 

 

0 0 1

1

t
k

n m l
ml k

n m t
k

p D t l

U p U p D

p p p D l t











    
  


n   

, 如果 , ;

, 如果 ;

, 如果 , .

 

其中 


   

0 3 0 3
0 0

1 5 1 5

2 4 2 4

                 

                 ,

n n
m m l l

m l

m m l l

m m l l

U p D p D p D p D

p D p D p D p D

p D p D p D p D







 

  

  

   

  

 

 

 

        

        

        

        

, ,3 3 ,

    3 ,3 1 ,1 1 ,5

    5 ,1 5 ,5 2 , 2

   2 ,4 4 , 2 4 , 4

p p p

p p

p p

.

p

p

p p p

U k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k

         

        

        

        

 

3) 当 时， l m
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 
0 0

1

3

0

t
k

n m
m

ml k

t
k

p D t m

p p
U p

p D m t n









   


 

   


, 如果 , ;

, 如果 ;

, 如果 , .

1

D



 

所以 

 

   

 

0 1

1
0 1

3

1
     

3

1

m m m mn

n t
t

k

n m
n m m

k

n m t
k

U U U U

p p
p D t m

n m p p
p U p D

p p p D m t n














   

 
   


     

    





, 如果 , ;

, 如果 ;

, 如果 , .

 

上述 。 0,1, 2,3,4,5k 

所以，当 时 , 0,1, , 0,1,2,3,4,5m
kp D m n k   

   
0 1

1 1 ' 2
   

3

n

n m
n n m n m

U U U U

n m p p
p p p U


   

  

 
   



.
1  

其次计算 V， 

0 0

n n

ml
m l

V V
 

   

   
   
   
   
   
   

1 0

3 1 3

1 2 1

5 2 5

2 0 2

4 0 4

     

     

     

     

     .

m l m
ml o

m l m l

m l m l

m l m

m l m l

m l m l

V p D p D p D p D

p D p D p D p D

p D p D p D p D

p D p D p D p D

p D p D p D p D

p D p D p D p D

 

 

 

 

 

 

   

   

   

   

   

   

 
 
 
 
 
 

5

5

4

4

3

3

l

l
 

4) 当 l 时， m

 
0 0

1

3

0

t
k

n l
l

ml k

t
k

p D t l

p p
V p

p D l t n









   


 

   


, 如果 , ;

, 如果 ;

, 如果 , .

1

D



1

p

 

5) 当 l 时， m

0 , 0

0

t
k

n m l
ml k

t
k

p D t l

V p V p D

p D l t n









   
  
   

, 如果 ;

, 如果 ;

, 如果 , .

 

其中 

        

        

        

        

,1 ,5 3 ,1

    3 ,5 1 ,2 1 ,4

    5 , 2 5 ,4 2 ,

   2 ,3 4 , 4 ,3 .

p p

p p p

p p

p p

V k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k

         

        

        

        

p

p

 

6) 当 时， l m

 
0 0

1

3

0

t
k

n m
m

ml k

t
k

p D t m

p p
V p

p D m t n









 1

D

   


 

   


, 如果 , ;

, 如果 ;

, 如果 , .

 

所以，当 时 , 0,1, , 0,1,2,3,4,5m
kp D m n k   

   
0 1

' 2 1
 .

3

n

n m
n m

V V V V

n m p p
p V




   

 
 


 

类似地，我们可以计算 W， 

当 时 , 0,1, , 0,1,2,3,4,5m
kp D m n k   

   2 1
,

3

n m
n m n m p p

W p W


  
   

其中 

        

        

        

        

, 2 , 4 3 , 2

    3 ,4 1 , 1 ,3

    5 , 5 ,3 2 ,1

   2 ,5 4 ,1 4 ,5

p p

p p

p p

.

p

p

p

p p p

W k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k

         

        

        

        

 

由六阶分圆数表知 

当 时， 0 3 , 0,1, ,m mp D p D m n   
 

     

        

2 0 0

1 1         0,0 3 0,3

         2 2, 4 3 1,3 3 1,4 2.

s

p pn n m n m

p p p

R U V W

p p p

    
   

    

   
   

 

当 时 1 4 , 0,1, ,m mp D p D m n   
 

     

           

2 2 1

1 1         0,0 3 0, 4

        3 1,3 3 1, 2 3 1, 4 2, 4 1.

s

p pn n m n m

p p p p

R U V W

p p p

    
   

    

   
     

 

当 时， 2 5 , 0,1, ,m mp D p D m n   
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

 

     

           

2 2 1

1 1         0,0 3 0,2

         3 1, 4 3 1, 2 3 1,3 2, 4 1.

s

p pn n m n m

p p p p

R U V W

p p p

    
   

    

   
    

 

引理 6 对任意的 ，下面的等式成立 ,i h

       ,
hd hdN ig N i N ig N i

m mS S S S    

n

m

. 

引理 7 如果 p 不整除 i，则 。   0,N i
mS m  

引理 8 如果 p 不整除 i，则对于 ，有 0,1, ,t n 最后由六阶分圆数的取值表代入即可得最后结果。 

   
0, ,

, ,

, .

tN p i N i
m n

t n m

S S t n

f t n m

 

 


  


 

 
4. 线性复杂度 

线性复杂度是序列的一个重要的性质。这一部分

我们将计算序列(3)的线性复杂度。根据引言 1 我们知 

道   0, 0,1, , 1N iL N i S i N     ，这里 

  2
0 1 2 1

N N
NS x s s x s x s x 
    

以上三个引理的证明在文献[8]中已给出。由此引理我

们可以看出计算序列 (2)的线性复杂度和多项式

 N
nS x 有关。 

1 是序列(2)的生成

多项式。 
已知 g 是模 1np  的原根，则 g 也是模 p 的原根。 

本篇文章采用文献[8]的方法来计算该序列的线

性复杂度。 
令  6

0H g ，是 *
pZ 的子群，并且令  

0

l

l H

T x x


  ， 

设 为辅助多项式，  
0

, 0,1, ,
m

N l
m

l p D

S x x m n


  
np  ，则  是 p 次本原单位根，所以有 设

    , 0,1, 2,3, 4,5
t tN g g

nS T t   . 
则  k

m
k

N g
m

l p D

S l 


  ，由序列(2)的定义我们可得到： 

 

       
' '

1 5 2 4

5 2

0

0

2 2

        2 2
4

.

m m m m

n
N i i j

m i p D i p D j p D j p D

n
N g N g N g N g
m m m m

m

S x x x x x

S x S x S x S x

    



 
   

  

      

    



j 

因此我们需要计算在 x 取  的任意次方时多项式

 T x 的值。下面的引理告诉了我们多项式  的T x 。 

引

值

理 9 设 6 1p f  且 ，其中2 24 27p L M 

 1 mod3 ,3 f 为 0L M 。如果

 

 偶数，则 3 H 。令 

设 为 次本原单位根，则 1np 

     
   

5

2 4

0

            2 2

n
N i N ig N ig

m m
m

N ig N ig
m m

S S S

S S

 

 



 

  

 
0,1, , 1i N ， . 

为了使计算更为简单，首先我们探索一下辅助多

项式的性质。下面的三个引理告诉了我们辅助多项式

的几个性质。 

           2 3 4 5

, , ,g g g gT T T    ，  , ,gT T T T 

其取值情况由附录中表 3 给出。 

)的线性复杂度，结果如下面

的定

列(3)的线性复杂度为

证明见文献[16]。 

现在我们给出序列(3

理所示： 

定理 10 序  12
1

3
nL p    

证明：设 , 0,1, , ,t D t n k   0,1,2,3,4,5,ki p    

         
       

     
 

     

5 2 4

1 5 2 4

1 5 2

4

1 5 2

0

0

2 2

            2 2

2

2 , 0

            
2

2

t k t k t k t k

k k k

k

k k k

n
N i N ig N ig N ig N ig

m m m m
m

n
N p g N p g N p g N p g
m m m m

m

N g N g N g
n n n

N g
n

N g N g N g
n n n

S S S S S

S S S S

S S S

S t

S S S

    

   

  



  

   

  



  





      

      

 

 


 







 

     
 

       

1 5 2

4

1 5 2

4

1 1

2

2 , 0

2 2

6 , 0 6 , 0.

k k k

k

k k k k

k

g g g

g

g g g g

n n
N g
n

m n t m n t

T T T

T t

T T T T

S f t f t

  



   



  



  



     

    
 

  
  

   
 
      

 
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总之 

      
  

1 5

4

2

            2 mod3 ,

k k

k

N i g g g

g

S T T T

T

   



 



  


 
2 k

又 。 

再由引理 9 的取值表可得 

     0 1 0 mod3N NS S  

   1 11 2
1 1

3 3
n n nL p p p        .1 1  

例 取 。2 是模 的一个原根并且

列(2) ，我们可以构造

一个周期为 3721 的三元序列。通过 Magma，我们计

算了这个序列的线性复杂度，结果为 2480，与定理

10 的结论相符。 

5. 结束语 

本篇文章，我们构造了一类广义三元分圆序列，

计算出该序列的自相关值和线性复杂度。结果表明这

类序列有较高的线性复杂度。类似于定理 5 和定理 10

的计算过程，我们可以计算当 f 为奇数时该序列的自

相关值和线性复杂度，但结果和过程可能更为复杂。 
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附录： 

Table1. When f is even, th
表 f

(h,k) 0 1 

e cyclotomic numbers of order six 
为偶数时六阶分圆数表 1. 

2 3 4 5 

0 (0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4) (0,5) 

1 (0,1) (0,5) (1,2

(1,2) (0,4

3 (0,3) (1,3) (1,4

4 (0,4) (1,4) (2,4

(0,5

) (1,3) (1,4) (1,2) 

2 (0,2) ) (1,4) (2,4) (1,3) 

) (0,3) (1,3) (1,4) 

) (1,3) (0,2) (1,2) 

) (1,4) (1,2) (0,1) 5 ) (1,2) (1,3

 
Table 2. When f is even, th

表 2. f 为偶数时

  2 0 mod 3gind   

e values of cyclotomic numbers 
六阶分圆数的取值表 

 2 1 mod 3gd    2 2 mod 3gind   in

36(0,0) 17 20p A   17 8 6p A B    17 8 6p A B    

5 4 18p A  36(0,1) 

36(0,2) 

B  5 4

B  

36(1,4)  1 2

36(2,4  1 1

12B    5 4 6p A B    p A

5 4 6p A   5 4 6p A B    5 8p A   

5 4 6A B    5 4 6p A B    36(0,3) 5 4p A   p

36(0,4) 5 4 6p A B    

36(0,5) 5 4 18p A B    p

36(1,2) 1 2p A   p

36(1,3) 1 2p A   p

5 8p A   5 4 6p A B    

5 4 6A B    5 4 12p A B    

1 2 6A B    1 2 6p A B    

1 2 6A B    1 2 12p A B    

2B  1 2 6p A B    1 2p A  1p A  

0 6B    1 10 6p A B    1 2p A  p A) 

 
Table 3. The values of            , , ,

2 3 4 5g g g g gT      ,T T T ,T T T

表 3.             , , , , ,
2 3 4 5g g g g gT T T T T T T      的值 

  2 0 mod 3gind    2 1 mod 3gind    2 2 mod 3gind   

 1 mod 36p    0,0,0,0,0, 2   1,0,1, 2,0,1   0,1,1,0, 2,1  

 13 mod 36p    0,1,1,1,1,1   2,0,1, 2, 2,1   2,1, 0, 2,1, 2  

 25 mod 36p    1, 2, 2, 2, 2, 2   0,0, 2,0,1, 2   0, 2, 0,0, 2,1  
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