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Abstract 
As sparse representation of signals has excellent characteristics, it has been applied in several 
fields of signal processing. However, the computational complexity has become a major obstacle in 
practical application. Frame theory is a new research direction and can be more flexible repre-
sentation signal. In this paper, with the characteristics of sparse signal and frameworks, we pro-
pose a sparse signal reconstruction algorithm based on ETF, and then simulate and verify it. 
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摘  要 

由于信号稀疏表示的优良特性，已被用于信号处理很多领域，但计算复杂成为其实际应用中一大障碍。
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框架理论是一个新的研究方向，框架可以更为灵活的表示信号。本文结合稀疏信号和框架的特点，提出

一种基于等角紧框架(Equiangular Tight Frames, ETF)的稀疏信号重构算法，并通过相应仿真验证。 
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1. 引言 

在 1993 年，Mallat 和 Zhang 在研究了小波分析后，提出将信号在过完备原子库上进行分解，然后根

据信号本身特点自适应的选取，从而得到信号的稀疏表示[1]。但与之发展起来的重构算法具有的高计算

复杂度使其在实际应用中受到诸多限制。 
为了突破瓶颈，框架应运而生。框架理论是在泛函分析、矩阵理论等相关领域研究基础上，结合实

际应用中对“冗余”的需求逐渐发展而来的，是继小波分析后又一个新的研究方向，可看做是基的推广。

因为框架不仅继承了正交基的良好性质，而且存在一定的冗余度，而正是这种具有冗余性的线性序列组

成的框架，在表示信号时可以更为灵活。 
本文在研究压缩采样稀疏信号和框架的基础上，结合两者特点，提出一种基于等角紧框架的稀疏信

号重构算法，该方法利用等角紧框架来设计用于检测稀疏信号的测量矩阵，实现对信号更为快速的检测，

减少计算量，最后通过仿真实验证明该方法的正确性。 

2. 压缩采样理论 

近几年，压缩采样(Compressive Sampling，CS)理论[2]-[5]成为信号处理中的一个研究热点，该理论

指出，对于可压缩或者稀疏的信号，能在远低于奈奎斯特采样速率的情况下，在实现对信号进行采样的

同时完成压缩，极大的减少了数据的采集量，节省了存储空间。CS 理论表明，如果信号在某个变换域下

表现出稀疏性或者可压缩性，那么就能通过一个与变换域不相关的测量矩阵，以远低于奈奎斯特定理所

规定的采样率对信号进行采样，而且得到的少量采样值已包含了原信号的足够信息，利用相应的算法就

可实现信号的复原。 

稀疏分解 

使用压缩采样方法的首要条件是信号在某个变换域下具有稀疏性或可压缩性。现假设有一个 N 维信

号 ( )N∈x x R ，并可被 1N × 维基向量 { } 1

N
i i=

ψ 表示。那么由这些基向量构成的基矩阵则为

[ ]1 2, , , N= Ψ ψ ψ ψ ，Ψ也称为稀疏字典。信号 x 可线性表示为： 

1

N

i i
i

ψα
=

= ∑x 或 =x Ψα                                   (1) 

上式中的 x 是信号的时域表示形式，α 称为稀疏矢量，并且 [ ]T1 2, , , Nα α α= α 是信号在Ψ域的等

效表示形式。如果α 中只有 k 个非零值，其余都是零，且 k N 或者α 中只有 k 个大系数，其余系数重

新排列后按指数级迅速衰减至零，那么就认为信号 x 是稀疏的或可压缩的，稀疏度为 k 。 
信号通过一个测量矩阵后对信号进行了降维，一个 1N × 维信号 ( )N∈x x R 经过一个 M N× 维的测量

矩阵Φ后，将得到一个 1M × 维观测值 y ， M N ，用公式表示如下： 

= ⋅y xΦ                                        (2) 
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将式(1)代入上式可得： 
= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅y xΦ Φ Ψ Θα α                                 (3) 

其中， = ⋅Θ Φ Ψ，是一个 M N× 的矩阵，称为恢复矩阵。从式(3)可以看出，信号 x 从原本的 N 维降

到了 M 维，大大降低了信号采样点数量。 
为了能从观测值 y 中高概率的重构出原始信号 x 或稀疏矢量α ，只要恢复矩阵Θ和稀疏矢量α 满

足 Candes 和 Tao 提出的约束等距性质(Restricted Isometry Property，RIP) [6] [7]： 

( ) ( )2 2 2

2 2 21 1k kδ δ− ≤ ≤ +Θα α α                             (4) 

那么就能依据测量值精确恢复出原始信号。 

3. 框架 

框架是Duffin和 Schaeffer在研究非调和傅里叶级数中引入的，是冗余的向量集合，在众多的框架中，

某些框架即使缺少部分向量，仍能表示空间中所有元素。若是用该类框架编码数据时，一旦有数据的丢

失，不会影响后期数据的恢复，具有很好的鲁棒性。此外，在所有的框架中，紧框架的性能最优，因为

该类框架能使编码过程中存在的量化误差达到最小[8]。 
对于希尔伯特空间 H 中的有序向量集合 { }:i i ∈s s H ，对于任意的 ∈v H ，若是存在正实数

0 A B< ≤ < ∞，满足等式： 
22 2, i

i
A B≤ ≤∑v v s v                                  (5) 

则称该向量集是空间 H 中的一个框架。其中， A 和 B 表示该框架的上下限。当 A B= 时，则称为紧

框架。如果 1A B= = ，那么就称为标准紧框架。 
现假设存在一个 M N× 的矩阵 S ，如果矩阵 S 的列向量 1 2, , , Ns s s 满足： 
1) 所有的列向量都存在单位范数，即 { }1,2, ,i N∀ ∈  ，

2
1i =s ； 

2) 列向量之间满足等角关系，即 { }, 1, 2, ,i j N∀ ∈  ，且 i j≠ ，存在 ,i j c=s s ， c为某常数； 

3) 列向量是一个紧框架，即 ( )H N M=SS I 。 
那么矩阵 S 或者 S 的列向量构成的集合就称为等角紧框架。而 ETF 具有比较完美的数学表达形式，

性质优良，因此在信号处理方面有着很高的应用价值。 

4. 基于 ETF 的稀疏信号重构算法 

压缩采样选用的测量矩阵中，等角紧框架在前述意义下是最佳的。如果压缩采样中的恢复矩阵 D 具

有相同的奇异值，那么它的列向量就是一个紧框架，因此构造一个恢复矩阵对应的矩阵来逼近等角紧框

架 H=G D D 。 

[ ]

2
1 1 2 1

1 2
2

1

2
1

, ,

,

NH

N
H
N

N N

 
  
  

= =   
  

   
 

d d d d d
d

dG d d
d

d d d



  

 

   

 

                    (6) 

当采用逼近等角紧框架的矩阵作为测量矩阵时，稀疏信号 x 的重构在小稀疏度情况下具有非常简洁

快速的过程，具体可描述如下： 
1) 根据观测值 y 计算 H= ⋅ yΦξ ，进一步 H= ⋅ ⋅ = ⋅x G xΦ Φξ ； 
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2) 对于逼近的等角紧框架，有： 
0 cos cos

cos 0 cos

cos cos 0

N

α α
α α

α α

± ± 
 ± ± = +
 
 
± ± 

G I





   



                          (7) 

根据矩阵G 的表达式以及 = ⋅G xξ 可以得到列矢量ξ 中的第 i 个元素 iζ 与 K 稀疏信号 x 中非零元素

1 2, , , Kρ ρ ρ 及其位置索引 1, , Kj j 之间有如下关系： 

( )1 2 1

1 2

cos , ,

cos
K

K K

i
K K K

i j j

i j
ρ

ρ ρ ρ α

ζ
ρ ρ ρ α ρ

± ± ± ≠
  =   ± ± ± + =    

 





不包含

                      (8) 

由于上式中存在正负号，则矢量ξ 中的相应元素ζ 有 12K − 种可能的取值。当小稀疏度时，可以采用

统计方法求得元素 iζ ，再根据式(7)得到对应稀疏信号 x 的零元素位置索引，进而确定出对应稀疏信号 x
的零元素位置；而对应原始稀疏信号中的非零元素位置，矢量ξ 中的相应元素值则处于异类。 

3) 根据得到的原始稀疏信号中非零元素位置索引，即可从重构字典中找出相应原子，以最小二乘法

即可重构原始信号。 

5. 仿真实验 

我们设计了一个 6 16× 的等角紧框架，把它写成矩阵形式为： 
0.3330 0.0904 0.8163 0.3026 0.2724 0.1232 0.0297 0.4207
0.0842 0.4807 0.0272 0.3846 0.1021 0.7538 0.2944 0.6245
0.3391 0.7201 0.3213 0.1081 0.6192 0.1558 0.2381 0.1421

0.0854 0.4276 0.4178 0.1187 0.4866 0.5020

− − − − − −
− − −
− − − − −

=
− − − −

A
0.8288 0.4024

0.8567 0.0650 0.2339 0.4186 0.5196 0.1956 0.4021 0.4812
0.1606 0.2348 0.0213 0.7480 0.1589 0.3195 0.0847 0.1393

0.7835 0.0927 0.0599 0.5736 0.4555 0.3905 0.4512 0.0626
0.2458 0.2849 0.0119 0.4







− − − − −


− − − −
− −

− − 237 0.6635 0.3419 0.1556 0.5674
0.2430 0.0752 0.4891 0.0597 0.0258 0.5852 0.3731 0.8024

0.5118 0.7062 0.2234 0.0757 0.2080 0.2030 0.1982 0.1009
0.0267 0.2425 0.5031 0.6878 0.2121 0.3803 0.0431 0.1415
0.0634 0.5891 0.6

− − −
− − −

− −
− − −

− − − 738 0.0955 0.5132 0.4498 0.7694 0.0000










− − − 

 

图 1 是 50 个随机频率、随机出现时间、随机驻留时间的干扰信号与一个跳频信号混合后的时频图，

可以看出跳频信号图案被严重污染。图 2 则是按前述重构方法恢复的跳频信号时频图案，该跳频信号的

频率是从 16 个频率的跳频频率集合中随机产生的。 
从上图中可以看出，本文提出的重构算法能够准确的恢复出信号，同时对于干扰信号还有一定的抑

制。此外，为了定量观察新的稀疏信号重构方法在计算量上的减少程度，表 1 给出了经典的 BP 算法、

OMP 算法与新子空间法在运行时间上的对比。在计算机的 MATLAB 环境下重复运行 1000 次算法，可以

发现新算法具有高得多的计算效率，如果无噪声污染的原始信号稀疏度 4K = ，则能精确重建的频带压 

缩比可以达到
1000 83
12

≅ ，且信息测量点数不受 ( ) ( )2 , logM C K Nµ≥ ⋅ ⋅ ⋅Φ Ψ 的制约。而相反，同样的信 

息测量数 ( )12M = ，OMP 和 BP 算法是不能重构原始信号的。 
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Figure 1. Interferential signal frequency hopping spectrogram 
图 1. 有干扰的跳频信号时频图 

 

 
Figure 2. Hopping signals recovery 
图 2. 恢复后的跳频信号 

 
Table 1. The comparison of BP, OMP and ETF algorithms’ computational efficiency and reconstruction 
表 1. BP 算法、OMP 算法和 ETF 稀疏重构方法的计算效率与重建性能对比 

算法 
稀疏度 
(M,N) 

(6,16) (6,16) (12,16) (12,32) (12,128) (12,256) (12,1000) 

1K =  2K =  2K =  4K =  4K =  4K =  4K =  

ETF 
√ √ √ √ √ √ √ 

Ignore Ignore 0.5s 0.5s 2s 4s 15s 

OMP 
√ × √ × × × × 

Ignore 0.5s 0.5s 2.5s 10s 22s 92s 

BP 
√ × √ × × × × 

300s 370s 370s 390s 460s 500s 1060s 

说明：符号(√)表示正确重建，符号(×)表示重建失败 

50       100    150     200    250     300     350    400    450
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100

150

200
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300

350

400

450

500

时间

频
率

频
率
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时间
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6. 结束语 

本文首先介绍了压缩采样原理及框架理论。利用等角紧框架具有的本身优点，并将其应用到稀疏信

号的重构，在理论上证明了该方法的可行性，随后通过仿真实验，在定量上证明该方法的正确性。根据

仿真结果可以看出，利用等角紧框架来重构稀疏信号计算将非常简洁、迅速，比传统的 OMP 算法有着高

的多的计算效率，不需要像 OMP 算法那样进行复杂的内积运算。但存在的缺点也显而易见，由于该方法

中对于零元素的位置是利用统计的方法计算得出，在面对大稀疏度时，计算也会变得复杂，耗时严重。

因此，该方法在处理大稀疏度时，还需要更为深入的研究，但对于小稀疏度的信号重构有着明显的优势，

同时在重构过程中还能一定程度的抑制干扰信号，有着很大的应用价值。 
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