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Abstract 
Computing the minimum distance between two spatial circles is the base of collision detection and 
intersection in the fields of computer graphics, computer-aided design and computer-aided geo-
metric design. This paper has completely analyzed and discussed the minimum distance problem 
between two spatial circles for their spatial position relationships. If the two central axes of two 
spatial circles are not paralleled, we have presented the algorithm for computing the minimum 
distance between two spatial circles based on the geometric iterative method. Besides, if two cen-
tral axes of two spatial circles have an intersection, we also have presented two pairs of corres-
ponding points of the minimum distance for two spatial circles based on the geometric iterative 
method; if two central axes of two spatial circles are paralleled or coincident, we have directly 
provided the analytical expressions for computing the minimum distance between two spatial cir-
cles. Numerical examples illustrate that the algorithms are efficient and robust. 
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摘  要 

空间两圆之间的最近距离计算是计算机图形学、计算机辅助设计、计算机辅助几何设计等领域进行碰撞

检测和相交计算问题的基础。本文对任意位置关系的空间两圆的最近距离进行了完整分析与讨论。空间

两圆的中心轴不平行时，提出了基于几何迭代方法的空间两圆最近距离的求解算法，当空间两圆中心轴

有交点时，本文给出了间两圆最近距离的两对对应点；当空间两圆的中心轴平行或重合时，本文给出两

圆最近距离的解析表达式。最后通过若干例子显示本文方法的稳定性和有效性。 
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1. 引言 

空间物体之间的最近距离计算是计算机图形学、计算机辅助设计、计算机辅助制造、计算机辅助

几何设计、机器人、数控加工等领域中的重要话题。空间两物体之间的最近距离不仅是机辅助设计/计
算机辅助制造中的碰撞检测必要环节之一，同时也是计算机图形学中的碰撞检测中的重要环节[1] [2]。
对于多面体之间最近距离的研究有[2]-[5]，关于空间两曲面最近距离的研究有[2] [6]小雕等[7]给出了基

于点圆最近距离计算的圆环面/球面求交算法。该算法直接判断处理无交、相切于一点、交于一个圆以

及交于两个圆等简单情况；对于其他情况，通过求解一元四次关键方程得到相应的关键值，对大圆参

数区间进行划分，然后通过简单的符号判断来确定相交的参数子区间，并直接给出交曲线段的参数表

达式。文献[8]把圆环面之间的最近距离问题转换成三维空间中两圆的最小距离问题，并用群论的方法

证明了这个问题没有闭式解，需要求解一个一元八次方程，但文献没有给出具体求解过程。刘晓明等

[9]指出文献[8]的各种位置关系判断并不是完全的。文献[10]用迭代方法求解空间两圆的最近距离问题，

首先在空间任意取一点，直接计算该点至第一圆的最近距离的坐标点，然后再由该坐标点直接计算第

二圆的最近距离的坐标点，在反复迭代直至求出空间两圆的最近距离。该算法虽然能求出两圆全局的

最近距离，但该算法没有给出空间两圆最近距离的两对对应点。文献[11]也设计了一个迭代算法求出两

个空间椭圆的最近距离问题。文献[10] [11]相同之处在于都采用了迭代思想来逼近两圆或两椭圆的最近

距离，都没有分析讨论最近距离的两对对应点以及中心轴平行和重合的特殊位置情况。文献[12]以几何

方法为基础，通过判断圆环中心圆之间的位置关系来判定相交区域，并运用数值分析方法精确计算出

每条交线的初始点，然后用跟踪法求出交线。文献[9]证明了空间两圆 Hausdorff 距离总可以表示为它

们的一对共线法向点的距离，给出了计算空间两圆的共线法向点的详细过程，并对这些共线法向点进

行筛选，求出了空间两圆的最近距离和 Hausdorff 距离。文献[9]还给出了两圆环包含、分离和相交时

的充要条件，解决了两圆环面之间的最近距离计算问题，从理论上对两圆环的位置关系给出了严格的

判别方法，但具体的实现却依赖于用数值方法求解八次方程。最近关于空间曲线最近距离的研究有

[13]-[19]。 
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本文利用几何迭代方法完整地研究了空间两圆任意位置关系的最近距离的算法。当空间两圆中心轴

不平行时，对任意初始迭代点，求出该点至第一圆的最近距离的正交投射点，由正交投射点经过逆坐标

变换和坐标变换正交投射至第二圆得到第二圆的正交投射点，然后再把该点作为初始迭代点重复上述步

骤反复迭代，直至求出空间两圆的最近距离。当空间两圆的中心轴有公共点时，还可以求出空间两圆最

近距离的另外一对对应的点；当空间两圆的中心轴平行，文章给出了简化版的两圆最近距离的迭代算法，

当第二圆的正交投射至第一圆所在平面时，与第一圆有交点时，我们还给出了另外一对两圆最近距离的

对应点。此外，文章还为两圆的中心轴平行或重合情况给出了求解最近距离的表达式。上述实例显示本

文算法是有效和鲁棒的。 

2. 算法分析与实现及实例 

2.1. 两中心轴一般位置(不平行)的几何迭代算法 

第一个圆

( )
( )0

cos

C : sin
0

x R

y R
z

θ

θ

=


=
 =

和第二原始位置圆 1C :为
( )
( )

1

1

cos

sin
0

x R u

y R u
z

=


=
 =

，圆 1C 经过坐标变换得到圆 2C ，

其中圆 2C 的中心轴的向量和圆心点分别为 , ,x y zV V V 和 ( ), ,x y zp p p 。 

目标是求圆 0C 和 2C 的最近距离，空间两圆最近距离的基本思路为： 
I) 正交投射空间任意点至第一圆 0C 得到对应的正交投射点； 
II) 正交投射第一圆上的正交投射点至第二圆 2C 得到对应的正交投射点； 
III) 反复进行上述两步直至求出第一圆 0C 与第二圆 2C 之间最近距离。 
下面按照三步步骤思路具体实现空间两圆最近距离的相关算法。 
由于圆 1C 的中心轴的向量和圆心点分别是 , , 0,0,x y z zV V V V= ( 0zV ≠ )和 ( ) ( ), , 0,0,0x y zp p p = 。故

圆 1C 转换为圆 2C 的坐标变换过程为 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

cos cos
cos cos ,

sin sin

cos cos
cos cos ,

sin sin

sin cos ,

x

y

z

x p x y z

y p x y z

z p y z

β γ
α α

γ γ

α γ
β β

γ γ

γ γ


′ = + + +


 ′ = − + +

 ′ = − +


                      (1) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
cos ,cos ,cos ,sin x yyx z

x y z x y z x y z x y z

V VVV V

V V V V V V V V V V V V
α β γ γ

+
= = = =

+ + + + + + + +
。 

由坐标变换(1)，可知对应的逆坐标变换 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

cos sin cos sin
,

cos cos cos cos

cos cos sin cos cos sin
sin ,

cos cos cos cos

cos sin cos sin
cos

cos cos cos cos

x y

x y z

x y z

x x p y p

y x p y p z p

z x p y p z p

β γ α γ
α β α β

α γ γ β γ γ
γ

α β α β

α γ β γ
γ

α β α β


′ ′= − − −

+ +

 ′ ′ ′= − + − − −

+ +

 ′ ′ ′= − + − + −
 + +

        (2) 

由坐标变换(1)和逆坐标变换(2)，给出计算空间两圆 0C 和 2C 之间最近距离的算法。 
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算法 1： 
Step 1：正交投射第二圆 2C 上任意点 ( ), ,x y zv v v 或第二圆 2C 圆心 ( ), ,x y zp p p 至第一圆 0C ，得到对应 

的正交投射点
2 2 2 2

, ,0yx

x y x y

v Rv R

v v v v

 ⋅⋅ 
 + + 

 

Step 2：利用逆坐标变换公式(2)，对第一圆 0C 上的正交投射点 ( )
2 2 2 2

, , , ,0yx

x y x y

v Rv Rx y z
v v v v

 ⋅⋅ ′ ′ ′ =
 + + 

进

行逆坐标变换(2)得到点 ( )0 0 0, ,x y z ，其中 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

0 2 2 2 2

0 2 2 2 2

2 2

0 2 2 2 2

cos sin cos sin
,

cos cos cos cos

cos cos sin cos cos sin
sin ,

cos cos cos cos

cos sin cos sin ( )
cos

cos cos cos cos

x y

x y z

x y z

x x p y p

y x p y p z p

z x p y p z p

β γ α γ
α β α β

α γ γ β γ γ
γ

α β α β

α γ β γ
γ

α β α β


′ ′= − − −

+ +

 ′ ′ ′= − + − − −

+ +

 ′ ′ ′= − + − + −

+ +

 

Step 3：计算点 ( )0 0 0, ,x y z 正交投射至第二原始位置的圆 1C 的正交投射点 0 1 0 1
2 2 2 2
0 0 0 0

, ,0
x R y R

x y x y

 
 
 + + 

 

Step 4：正交投射点 0 1 0 1
2 2 2 2
0 0 0 0

, ,0
x R y R

x y x y

 
 
 + + 

经过坐标变换(1)得到并记作点 ( )1 1 1, ,xR yR zR  

Step 5：令 ( ) ( )1 1 1, , , ,x y zxR yR zR v v v= ，反复重复上述四步，直至第一圆 0C 上的点
2 2 2 2

, ,0yx

x y x y

v Rv R

v v v v

 ⋅⋅ 
 + + 

与第二圆 2C 上的点 ( )1 1 1, ,xR yR zR 之间距离最短，即圆 0C 和 2C 之间最短距离为 
2 2

2
1 1 12 2 2 2

yx

x y x y

v Rv Rd xR yR zR
v v v v

   
   = − + − +
   + +   

。 

当两圆中心轴有公共点时，这时两圆的最近距离有两对对应点，投射第二圆 2C 的中心轴 2 :
x x

y y

z z

x p V t
l y p V t

z p V t

 = + ⋅


= + ⋅
 = + ⋅

至第一圆 0C 得到直线 1 :

0

x

y

x p t
l y p t

z

 = ⋅
 = ⋅
 =

。点 ( )
2 2 2 2

, ,0 , ,0yx
x y

x y x y

v Rv Rv v
v v v v

 ⋅⋅ ′ ′ =
 + + 

关于直线 1l 的对称点为： 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2
, ,0x x x y y y x x y x y x y y

x y x y

p v p p v p v p v p p v p v
p p p p

 ′ ′ ′ ′ ′ ′⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
−  + + 

 

令 ( )
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2
, ,0 , ,x x x y y y x x y x y x y y

x y z
x y x y

p v p p v p v p v p p v p v
v v v

p p p p
 ′ ′ ′ ′ ′ ′⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

− =  + + 
作为算法 1 的初始迭代点， 

重复上述五步直至求出两圆的另外一对最近距离的对应点。空间两圆中心轴一般位置和垂直的示意图见

图 1 和图 2。 
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Figure 1. Schematic figure for general position of central axes of two spatial circles 
图 1. 空间两圆中心轴一般位置的示意图 

 

 
Figure 2. Schematic figure for perpendicular position of central axes of two spatial circles 
图 2. 空间两圆中心轴垂直的示意图 

 
注释 1：当空间两圆两中心轴互相垂直且有公共点，圆心点在 z-轴上的特殊位置时，给出了具体的

解析分析表达式。这时第一圆和第二原始位置的圆分别为

( )
( )0

cos

C : sin
0

x R

y R
z

θ

θ

=


=
 =

和

( )
( )

1

1 1

cos

C : sin
0

x R

y R
z

θ

θ

=


=
 =

，经过坐

标变换(1)后变成第二圆
( )2 22 2

1

0
C :

z

x

y z p R

=


+ − =
，其中，中心轴的向量和圆心点分别为 , , , ,0x y z x yV V V V V=

(不失一般性假定 0yV ≠ )和 ( ) ( ), , 0,0,x y z zp p p p= 。不难知道这时第一圆 0C 的上点 ( )0, ,0R 是第二圆 2C 上

1 1
2 2 2 2

0, , z
z

z z

R R p Rp
R p R p

  ⋅  −
  + +  

的正交投射点，同理第一圆 0C 的上点 ( )0, ,0R− 是第二圆 2C 上 

1 1
2 2 2 2

0, , z
z

z z

R R p Rp
R p R p

  ⋅  − −
  + +  

的正交投射点，所以两圆的最近距离为 2 2
1zR p R+ − 。另外，第二圆 2C

的点 ( )10,0, zp R− 至第一圆

( )
( )0

cos

C : sin
0

x R

y R
z

θ

θ

=


=
 =

的正交投射点集就是第一圆 0C 本身，则最近距离为 

( )22
1zR p R+ − 。由于 ( )22 2 2

1 1z zR p R R p R+ − < + − ，所以这时两圆的最近距离为 2 2
1zR p R+ − 。

更特别的，当第二圆 2C 的圆心点与第一圆 0C 圆心点重合时，这时两圆的最近距离变为 1R R− 。 

注释 2：文献[10]给出了 Kurush-Kuhn-Tucker 优化条件，并给出了在优化条件下非线性 Kurush-Kuhn- 
Tucker 系统的封闭式解。对于两圆盘在同一中心轴上和在同一水平面上，没有给出这两种特殊位置的解。
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文献[11]首先给出了点至空间椭圆最近距离的一元四次方程准确解，然后利用迭代方法在第一椭圆上任选

一点求出至第二空间椭圆最近距离及对应点，再由对应点求出至第一椭圆最近距离及对应点，反复迭代

直至求出两椭圆最近距离及对应点。当空间两椭圆最近距离两对对应点时没有给出对应分析和讨论。另

外对空间两椭圆中心轴是同一轴时最近距离有无数对应点没有给出分析；当两椭圆是在同一平面时，也

没有给出对应分析和讨论。我们不仅给出了空间两圆在任意位置的迭代方法最近距离及对应点，还分析

和讨论了空间两圆最近距离有两对对应点位置分析结论。此外，我们还对两圆在同一平面位置给出了完

整的分析，也就是说，我们给出了空间两圆在空间任意位置的所有情况讨论。 

2.2. 两中心轴平行的几何迭代算法 

两中心轴平行，此时两圆的表达式可分别表示为第一圆

( )
( )0

cos

C : sin
0

x R

y R
z

θ

θ

=


=
 =

和第二圆

( )
( )

1

2 1

cos

C : sin
x

y

z

x p R u

y p R u

z p

= +


= +
 =

，

其中，中心轴为 , , 0,0,x y z zV V V V= ，圆心点为 ( ), ,x y zp p p 。若用算法 1 计算两圆的最近距离，发现坐

标变换(1)和逆坐标变换(2)已失效，为此提出相应的两圆最近距离的算法 2： 
算法 2： 
Step 1：正交投射空间任意点 ( ), ,x y zv v v 至第一圆 0C 得到对应的正交投射点 

( )0 0 0 2 2 2 2
, , , ,0yx

x y x y

v Rv Rx y z
v v v v

 ⋅⋅ =
 + + 

 

Step 2：计算点 ( )0 0 0, ,x y z 正交投射至第二圆 2C 的正交投射点 ( )1 1 1, ,x y z ，其中 

( )
( )

1 0 0 0

1 0 0 0

1

x

y

z

x x p x t

y y p y t

z p

 = + − ⋅
 = + − ⋅
 =

，此时

( ) ( )
1

0 22
0 0

1
x y

Rt
p x p y

= −
− + −

 

Step 3：令 ( ) ( )1 1 1, , , ,x y zx y z v v v= ，反复重复上述两步，直至第一圆 0C 上的点
2 2 2 2

, ,0yx

x y x y

v Rv R

v v v v

 ⋅⋅ 
 + + 

与第二圆 2C 上的点 ( )1 1 1, ,x y z 之间距离最短，即圆 0C 和 2C 之间最短距离为 

2 2

2
1 1 12 2 2 2

yx

x y x y

v Rv Rd x y z
v v v v

   
   = − + − +
   + +   

 

当 2 2
1 1x yR R p p R R− < + < + 时，两圆的最近距离有两对对应点，投射第二圆 2C 的中心点

( ), ,x y zp p p 至第一圆 0C 平面得到点 ( ), ,0x yp p ，连接两点 ( ), ,0x yp p 和点 ( )0,0,0 得到直线 1 :

0

x

y

x p t
l y p t

z

 = ⋅
 = ⋅
 =

。

点 ( )0 0 2 2 2 2
, ,0 , ,0yx

x y x y

v Rv Rx y
v v v v

 ⋅⋅ =
 + + 

关于直线 1l 的对称点为 
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2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

2 2 2 2

2 2
, ,0x x y y x x y y

x y x y

p x p p y p x p y p p x p y
p p p p

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅
−  + + 

。 

令 ( )
2 2 2 2

0 0 0 0 0 0
2 2 2 2

2 2
, ,0 , ,x x y y x x y y

x y z
x y x y

p x p p y p x p y p p x p y
v v v

p p p p
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

− =  + + 
作为算法 2 的初始迭代点，

重复上述三步直至求出两圆的另外一对最近距离的对应点。 

2.3. 中心轴平行的空间两圆最近距离解析表达式 

第 一 圆

( )
( )0

cos

C : sin
0

x R

y R
z

θ

θ

=


=
 =

和 第 二 圆

( )
( )

1

2 1

cos

C : sin
x

y

z

x p R u

y p R u

z p

= +


= +
 =

， 其 中 第 二 圆 2C 中 心 轴 为

, , 0,0,x y z zV V V V= ，圆心点为 ( ), ,x y zp p p 。空间两圆中心轴平行的示意图见图 3。 

分下列几种情况具体分析 

1) 若 ( )22 2
1x yp p R R+ > + ，则空间两圆最近距离的对应点分别为

2 2 2 2
, ,0yx

x y x y

p Rp R

p p p p

 
 
 + + 

和

11
2 2 2 2

, ,yx
x y z

x y x y

p Rp Rp p p
p p p p

 
 − −
 + + 

，其最近距离为 ( )( )2
2 2 2

1x y zp p R R p+ − + + 。 

2) 若 ( ) ( )2 22 2
1 1x yR R p p R R− ≤ + ≤ + ，则对对应点为 ( )1 1, ,0x y ， ( )1 1, , zx y p 和 ( )2 2, ,0x y ， ( )2 2, , zx y p ，

其距离为 zp ，其中 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1

1 2 22

x x y y x y x y

x y

p R R p p p R R p p p p R R
x

p p

− + + + + − + + − −
=

+
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1

1 2 22

y x y x x y x y

x y

p R R p p p R R p p p p R R
y

p p

− + + − + − + + − −
=

+
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1

2 2 22

x x y y x y x y

x y

p R R p p p R R p p p p R R
x

p p

− + + − + − + + − −
=

+
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1

2 2 22

y x y x x y x y

x y

p R R p p p R R p p p p R R
y

p p

− + + + + − + + − −
=

+
 

 

 
Figure 3. Actual examples for parallel position of central axes of two spatial circles 
图 3. 空间两圆中心轴平行的实例 
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3) 若 ( )22 2
10 x yp p R R< + < − ， 

当 1R R< ，两圆最近距离的对应点为 

2 2 2 2
, ,0yx

x y x y

p Rp R

p p p p

 −− 
 + + 

和
11

2 2 2 2
, ,yx

x y z

x y x y

p Rp Rp p p
p p p p

 
 − −
 + + 

 

其距离为 ( )
2

2
2 2 21

2 2
1x y z

x y

Rp p R p
p p

 
 + + − +
 + 

； 

当 1R R> ，两圆最近距离的对应点为 

2 2 2 2
,x x

x y x y

p R p R

p p p p

 
 
 + + 

和
11

2 2 2 2
, yx

x y

x y x y

p Rp Rp p
p p p p

 
 + +
 + + 

 

其距离为 ( )
2

2
2 2 2

1 2 2
1x y z

x y

Rp p R p
p p

 
 + + − +
 + 

 

2.4. 中心轴重合的空间两圆最近距离解析表达式  

这时第一圆

( )
( )0

cos

C : sin
0

x R

y R
z

θ

θ

=


=
 =

，第二圆

( )
( )

1

2 1

cos

C : sin

z

x R

y R
z p

θ

θ

=


=
 =

。两圆最近距离对应点集为

( )
( )

cos

sin
0

x R

y R
z

θ

θ

=


=
 =

和

( )
( )

1

1

cos

sin

z

x R

y R
z p

θ

θ

=


=
 =

，两个式子的参数θ 必须同时取同一值，所以两圆的最近距离为 ( )2 2
1 zR R p− + 。 

例 1：空间两圆 0C 和 2C 的半径分别为 16, 8R R= = ，第二圆 2C 的中心轴的向量和圆心分别为 4,7,6
和 ( )10,8,9 ，由算法 1 可知，两圆最近距离对应点分别为(2.2566117602763080,5.5594697016336607,0)和
(5.5251451389773982, 13.600640848138522,5.4491555845201255)。最近距离为 10.24875800。 此例是针对

算法 1 中的空间两圆中心轴没有公共点时两圆最近距离只有唯一一对对应点的解释。 
例 2：空间两圆 0C 和 2C 的半径分别为 110, 6R R= = ，第二圆 2C 的中心轴的向量和圆心分别为 4,5,0 和

( )4, 5,4− − ，由算法1可知，两圆最近距离第一对对应点分别为(−9.7379538193036241, −2.2742593108768315,0)
和(−7.9338517047101518, −1.8529186362318786, 0.7410600411832663)，另外一对对应点分别为(−0.0811899 
52715625401, −9.9996704041472304,0)和(−0.0661482952898482, −8.1470813637681214, 0.7410600411832664)，
最近距离为 1.995365226。此例是针对算法 1 中的空间两圆中心轴有公共点时两圆最近距离有两对对应点的

说明。 

3. 总结与展望 

本文完全地给出了空间两圆任意位置的最近距离的迭代算法和解析表达式，当空间两圆中心轴

不平行，利用几何迭代法提出了空间两圆最近距离的算法；当空间两圆中心轴平行时，提出了简化

版的空间两圆最近距离的迭代算法；当中心轴平行或重合时，我们提出了空间两圆最近距离的解析

表达式。文章提供的迭代算法对初始迭代点不敏感且是有效的。下一步将在此基础上尝试给出空间

圆环面/球面、圆环面/圆环面、椭圆环面/圆环面、椭圆环面/椭圆环面等与空间两圆有关联的若干
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情况分析。 
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