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摘  要 

针对超多目标优化问题中传统帕累托支配失效及参考点选择对收敛性度量的关键影响，提出一种基于超

支配自适应收敛性计算的超多目标进化算法(HACCEA)。该算法通过超支配方法有效区分非支配解与支

配解，结合自适应收敛性计算机制动态调整参考点，以精确估计帕累托前沿(PF)形状，进而优化收敛性

度量。环境选择阶段采用行列式点过程平衡收敛性与多样性。在IGD指标上，相较于4个先进算法，HACCEA
优势显著，鲁棒性强。 
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Abstract 
In order to address the failure of traditional Pareto domination and the critical influence of refer-
ence point selection on the convergence in many-objective optimization problems, a many-
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objective evolutionary algorithm based on hyper-dominance adaptive convergence calculation 
(HACCEA) is proposed. The algorithm effectively distinguishes between non-dominated and domi-
nated solutions through the hyper-dominance method, and dynamically adjusts the reference 
points by combining with the adaptive convergence calculation mechanism in order to accurately 
estimate the shape of the Pareto front (PF), and then optimize the convergence. The environmental 
selection phase uses a determinantal point process to balance convergence and diversity. On the 
IGD indicator, HACCEA shows significant advantages and excellent robustness compared to the four 
state-of-the-art algorithms. 
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1. 引言 

在实际应用中经常会出现多个目标之间相互冲突的优化问题(例如，家庭能源管理系统[1])，这类问

题中需要优化的目标数量往往大于三个，即超多目标优化问题(MaOPs) [2]。超多目标进化算法(MaOEAs)
是解决这类问题的有效途径，但是由于目标数量的增加，解在目标空间的维度升高，传统的帕累托支配

方法失效，大多数解都变成了非支配解，导致算法的选择压力丧失，解的收敛性较差。同时，目标空间

维度的升高导致解的分布变得稀疏，种群中的多样性难以保持，这也使得算法难以平衡收敛性和多样性

[3]。 
因此，提出一种基于超支配自适应收敛性计算的超多目标进化算法(HACCEA)，通过超支配方法有效

区分非支配解与支配解，结合自适应收敛性计算机制动态调整参考点，以精确估计 PF 形状(凹、凸或线

性)，进而优化收敛性度量。环境选择阶段采用行列式点过程构造兼顾收敛性与多样性的核矩阵，无需参

数调整即可实现收敛性和多样性的平衡。 

2. 相关工作 

超多目标优化问题(MaOPs)是指目标数量超过三个的多目标优化问题，定义如下： 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2min , , , ,  mf f f= ∈F x x x x x D                         (1) 

其中： ( )3m m > 为目标数， ( )1 2 3, , , , n= x x x x x 是 n 维决策变量，D 是由 x 组成的决策空间， ( )F x 是

由目标函数组成的 m 维的目标向量。MOPs 包含多个相互冲突的目标，这意味着并非所有的最优解都能

实现所有目标的最优值；因此，得到的解不是单个最优解，而是多个达到最佳权衡的非支配解，称为帕

累托最优解集，这些解被映射到目标空间，形成帕累托最优前沿(PF)。 
帕累托支配的定义如下：对于一个最小化优化问题，如果 x 的所有的目标值小于 y 的所有目标值，

即 ( ) ( )i if f≤x y ， 1,2, ,i m∀ =  ，且存在 ( ) ( )i if f<x y ， 1, 2, ,i m∃ =  ，则称 x 支配 y，即 x y ，x 和 y
分别是非支配解和支配解[3]。 

为了解决 MaOPs，已经提出了多种超多目标进化算法(MaOEAs)。这些算法大体上可以分为基于帕
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累托支配的、基于分解的、基于指标的和基于多样性的，其中基于帕累托支配的算法通过修改或放松

帕累托支配关系增强选择压力，如 NSGAII-SDR [4]通过为每个候选解设置独立的小生境并自适应调整

其大小来维持种群多样性，同时在每个小生境内选取具有最优收敛性的非支配解，但是这类算法需要

额外的参数设置。基于多样性的算法通过设计多样性维护方法来提高解的多样性，使解能沿 PF 均匀分

布，但是容易忽略解的收敛性，难以实现收敛性和多样性的平衡；基于分解的算法将复杂的多目标优

化问题转化为简单的子问题，并协同优化这些子问题。基于指标的算法根据每个解的指标值选择解，

能够有效解决选择压力不足的问题，如 MaOEA/IGD [5]，采用 IGD 指标作为解的选择标准，但是计算

开销较大[6]。 
因此，本研究提出一种基于超支配自适应收敛性计算的超多目标进化算法(HACCEA)，通过超支配方

法有效区分非支配解与支配解，结合自适应收敛性计算机制动态调整参考点，以精确估计 PF 形状(凹、

凸或线性)，进而优化收敛性度量，环境选择阶段采用行列式点过程平衡收敛性和多样性。 

3. 超多目标进化算法(HACCEA) 

本节主要介绍 HACCEA 的算法结构。如算法 1 所示，HACCEA 主要由三部分组成：超支配方法、

自适应收敛性计算(ACC)和环境选择。首先，初始化一个包含 N 个个体的种群 P，执行模拟二进制交叉和

多项式变异[7]来生成子代 Q，然后合并 P 和 Q，应用超支配方法计算个体的支配程度，根据每个个体的

支配程度进行优胜劣汰，选择非支配程度较高的个体加入候选种群 P，同时将非支配程度最高的个体 kx
作为关键个体来更加准确的估计 PF 的形状，进而自适应的计算个体的收敛性。在环境选择中，使用自适

应计算得到的收敛性和余弦相似度来构造核矩阵 L。最后，使用行列式点过程(DPP)从 L 中抽样最优个体

[8]。下面我们将依次详细介绍这些部分。 
算法 1：HACCEA 框架 
输入：种群规模 N 
输出：种群 P 
1: P = initialize(N)；//种群初始化 
2: while maxFEs is not reached do 
3: Parent = mating strategy(P)； 
4: Q = variation(Parent)；//交叉变异生成子代 Q 
5: (P， kx ) = hyper-dominance method(P，Q，N)；//超支配方法区分解 
6: con = adaptive calculate convergence(P， kx )；//自适应计算收敛性 
7: P = DPP(P，N，con)；//采用行列式点过程 DPP 选择优秀个体 
8: end while 

3.1. 超支配方法 

为了解决高维目标空间中无法有效区分解的问题，我们采用超支配方法来评估解的非支配程度，从

而将较好的非支配解纳入到下一代种群进行迭代优化，并淘汰掉支配解。超支配方法定义如公式(2)和公

式(3)所示： 
假设种群中有 n 个个体，该种群可以描述为 ( )1 2, , , n= S x x x ，则个体 i 的超支配度

idh 可以表示为： 

( ) ( ) ( )( )1 2min , ,  , , ,  ,
id i i i nh H H H= x x x x x x                       (2) 

其中： 
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其中： ( ),i jH x x 是用于反映 ix 相对于 jx 支配情况的指标，当值为无穷大时，意味着个体 ix 在帕累托支

配意义上优于个体 jx ；当值为负数时，意味着 ix 在帕累托支配意义上被 jx 支配；当值为正数时，则表明

个体 ix 和 jx 相互非支配，数值越大表明 ix 在收敛性方面相对于 jx 越有优势。 
超支配度

idh 是通过将 ix 与种群中的其他个体进行超支配比较所取得的最小值，见公式(2)，它能反映

出 ix 相对于当前种群中其他个体的支配程度，当
idh 值为无穷大时，表示个体 ix 在帕累托意义上优于当

前种群中的所有个体；当
idh 值为负时，表示种群中至少有一个个体在帕累托意义上优于 ix ；当

idh 值为

正时，表示个体 ix 与种群中的其他个体之间是非支配关系。 

idh 的值越大，表明 ix 相对于种群中的其他个体具有更大的优势，所以在本算法中，我们采用超支配

方法来区分解，将 0
idh > 的个体(即非支配解)纳入到候选种群 P 中进行迭代优化，若非支配解的数量小

于种群规模 N 时，则采用补充操作，从 0
idh < 的个体中选择较优的个体填充候选种群 P。同时，将使

idh
取最大值的个体 kx 作为关键解在 ACC 中估计 PF 的形状。 

3.2. 自适应收敛性计算 

ACC 方法首先通过关键解 kx 估计 PF 的形状，然后根据 PF 的形状自适应确定参考点来计算个体的

收敛性 ( )con x ，具体过程如下： 
1) PF 形状估计：通过比较关键解 kx 与理想点 minZ 之间的距离 1d 和理想点 minZ 到超平面之间的距离

2d 来判断当前 PF 的形状，如果 1 2d d< ，则 PF 为凹形；如果 1 2d d> ，则 PF 为凸形；如果 1 2d d= ，则 PF
为线性。其中理想点 minZ 是由每个目标函数的最小值组成的 m 维向量，通过归一化之后，理想点变为目

标原点 O；最低点 maxZ 是由每个目标函数的最大值组成的 m 维向量，如图 1 和图 2 所示。 
 

 
Figure 1. Concave PF 
图 1. 凹形 PF 

 

 
Figure 2. Convex PF 
图 2. 凸形 PF 
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2) 自适应计算收敛性 ( )con x ：根据 PF 形状自适应确定合适的参考点，若 PF 是凹形，则选择理想

点为参考点，通过计算个体到通过理想点 O 的超平面的距离来表示个体的收敛性，如图 3 所示；若 PF 是

凸形，则选择最低点 maxZ 为参考点，通过计算个体到通过最低点 maxZ 的超平面的距离来表示个体的收敛

性，如图 4 所示；若 PF 是线性，则使用目标函数值的和来表示个体的收敛性，即 ( ) ( )1
m

ii f
=

= ∑con x x 。 
 

 
Figure 3. Convergence measures for concave PF 
图 3. 凹形 PF 的收敛性度量 

 

 
Figure 4. Convergence measures for convex PF 
图 4. 凸形 PF 的收敛性度量 

3.3. 环境选择 

在环境选择的阶段，采用行列式点过程(DPP)来选择具有较好收敛性和多样性的解，实现收敛性和多

样性的平衡。DPP 是一种概率模型，可将复杂的概率计算转换为简单的行列式计算[8]，它从一个大集合

中选择一个小集合，适用于进化算法的环境选择。在由点过程 P 进行抽样从而得到随机子集 Y 的情况下，

对于任何满足 ⊆A Y 的集合 A 而言，存在如公式(4)所示的关系： 

( ) ( )
( )

det
det

P = =
+
A

L

L
A Y

L I
                                 (4) 

其中：矩阵 L 为实对称半正定矩阵， ( ), ,i jL i j= ∈AL A ，I 是 N 阶单位矩阵， ( )det ⋅ 表示行列式。 

DPP 通过构建核矩阵 L，在 L 中选择优秀解，与传统的选择策略相比，它的设计思路更为简单，只

需要在构造核矩阵 L 时兼顾收敛性和多样性，即可实现收敛性和多样性的平衡。由于 L 具有实对称的特

性，故其可写为 T=L BB 的形式，则其中 ,i jL 可用公式(5)表示： 

,i j i i j jL q qφ φ=                                       (5) 

其中： iq 代表第 i 个元素所具有的质量， ,i j i jS φ φ= 表示第 i 个元素和第 j 个元素之间的相似度。因此，可

以使用公式(6)来构建核矩阵 L： 
( ) ( ) ( ) ,=L q x D x y q y                                   (6) 
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其中： ( )q x 表示解 x的收敛性， ( ),D x y 表示解 x和 y之间的余弦相似度，具体地， ( ) ( )( ), exp cos ,= −D x y x y ，

用于表示多样性， ( ) ( )1=q x con x ，表示收敛性。核矩阵 L 中的值越大，其被选中的概率就越高，说明

解的收敛性和多样性越好。 

4. 实验测试与分析 

4.1. 参数设置 

本节将 HACCEA 与算法 MaOEA/IGD [5]、1by1EA [9]、NSGAII-SDR [4]和 PREA [8]在 3、5 和 15 个

目标上进行了比较。我们选择基准问题 WFG1-9 [10]测试 HACCEA 解决各种问题的能力。其中，WFG1
是一个可分离的单模态问题，具有凹形 PF；WFG2 的 PF 是按比例断开的；WFG3 是一个线性退化问题；

WFG4 用于测试算法的全局搜索能力。WFG5-9 的 PF 均为凹形，其中 WFG5 是欺骗性的，WFG7 是可分

离的。 
本实验所采用的平台是 PlatEMO [11]，最大函数评价次数 maxFEs 设置为 100,000 次，根据不同的目

标数量 m 设置不同的种群规模 N 和决策数量 D，如表 1 所示。 
 
Table 1. Parameter settings 
表 1. 参数设置 

目标数量 m 决策变量 D 种群规模 N 

3 12 91 

5 14 105 

15 24 135 

4.2. 结果分析 

在本小节中，我们根据每种算法在WFG1-9 (27个测试实例)上20次独立运行的统计结果，对HACCEA
进行分析和评估。使用的性能指标是 IGD [5]，它通过测量真实 PF 与算法获得的 PF 之间的接近程度来

评估收敛性和多样性，IGD 值越小说明算法的性能越好。同时，采用 Wilcoxon 秩和检验来对比不同算法

的表现，显著性水平设置为 0.05，符号“+”、“−”和“=”分别表示测试结果显著优于 HACCEA、显

著劣于 HACCEA、与 HACCEA 无显著差异。表 2 显示了 HACCEA 与 4 个先进算法在 27 个基准问题上

的性能比较结果，可见在 IGD 指标上，HACCEA 显著优于其他 4 个先进算法，表现出很强的竞争力。 
从表 2 中可以明显看出 HACCEA 的表现优于 4 个对比算法，所有实例中优于对比算法所占的比例

分别为 20/27、27/27、25/27 和 12/27。HACCEA 算法在 WFG1、WFG2、WFG4 和 WFG5 问题上展现出

了优秀的性能，其 IGD 值在所有算法中最低，说明算法能够有效逼近真实的帕累托前沿(PF)。 
图 5 直观反映了 HACCEA 的算法表现，在基于 3 目标 WFG2 问题的实验中，HACCEA 算法与四个

先进算法的解集分布对比表明，HACCEA 在面临复杂的 PF 问题时，仍然能够表现出优秀的性能。WFG2
的 PF 具有非对称和非线性的特点，且存在局部最优陷阱，对算法的收敛性和多样性提出双重挑战。图 5
中可见，HACCEA 生成的解能较均匀地覆盖 PF 的边界和中心区域，表明其能够较好地平衡收敛性和多

样性，而其他 4 个对比算法取得的解偏离前沿中心，存在堆积现象，无法均匀覆盖 PF，即收敛性和多样

性较差。 
另外，从表 2 中可见，HACCEA 在大多数问题上都优于对比算法，但是 HACCEA 在 WFG7 上性能

有所下降，其表现不如 PREA，WFG7 的 PF 呈现线性分段特点，而本算法的 PF 形状判断方法是将真实

的帕累托前沿预设为简单连续的，这可能是影响 HACCEA 性能的一个原因。 
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Table 2. Mean (standard deviation) of the IGD indicator values obtained by HACCEA and the four state-of-the-art algorithms 
on the WFG1-9 problems 
表 2. HACCEA 与 4 个先进算法在 WFG1-9 问题上取得的 IGD 指标值的平均值(标准差) 

Problem M NSGAII-SDR 1by1EA MaOEA/IGD PREA HACCEA 

WFG1 

3 1.9968e − 1 
(1.11e − 2) − 

3.1786e − 1 
(2.91e − 2) − 

2.2756e + 0 
(7.88e − 2) − 

1.6907e − 1 
(6.40e − 3) − 

1.4768e − 1 
(2.04e − 3) 

5 7.6818e − 1 
(6.43e − 2) − 

8.0626e − 1 
(5.37e − 2) − 

3.7882e + 0 
(1.12e − 1) − 

6.1334e − 1 
(3.66e − 2) − 

4.4540e − 1 
(6.22e − 3) 

15 2.4786e + 0 
(2.76e − 2) − 

2.4227e + 0 
(1.78e − 2) − 

1.0822e + 1 
(9.06e + 0) − 

2.4414e + 0 
(1.89e − 1) − 

1.9644e + 0 
(5.51e − 2) 

WFG2 

3 2.0119e − 1 
(6.03e − 3) − 

2.6687e − 1 
(1.28e − 2) − 

1.5061e + 0 
(2.68e − 1) − 

1.8304e − 1 
(3.63e − 3) − 

1.7238e − 1 
(4.36e − 3) 

5 5.7647e − 1 
(4.36e − 2) − 

7.9497e − 1 
(8.34e − 2) − 

1.9529e + 0 
(4.58e − 1) − 

6.1591e − 1 
(2.73e − 2) − 

4.5836e − 1 
(4.68e − 3) 

15 2.3827e + 0 
(5.97e − 2) − 

2.4940e + 0 
(4.44e − 2) − 

3.9042e + 0 
(6.76e − 1) − 

2.6353e + 0 
(2.09e − 1) − 

2.2109e + 0 
(9.93e − 2) 

WFG3 

3 1.0045e − 1 
(7.24e − 3) + 

4.6582e − 1 
(2.18e − 2) − 

3.1985e + 0 
(5.82e − 3) − 

8.5120e − 2 
(6.60e − 3) + 

1.2002e − 1 
(1.76e − 2) 

5 4.2680e − 1 
(6.34e − 2) = 

1.3501e + 0 
(1.23e − 1) − 

5.4339e + 0 
(2.09e − 2) − 

5.1428e − 1 
(6.57e − 2) = 

4.6157e − 1 
(2.19e − 2) 

15 5.6225e + 0 
(1.55e + 0) − 

9.5445e + 0 
(3.68e − 1) − 

1.2426e + 1 
(6.24e + 0) − 

4.7850e + 0 
(8.70e − 1) − 

3.1232e + 0 
(3.46e − 1) 

WFG4 

3 2.5206e − 1 
(7.16e − 3) − 

3.9410e − 1 
(7.18e − 2) − 

3.5907e + 0 
(6.21e − 1) − 

2.3836e − 1 
(6.43e − 3) = 

2.3631e − 1 
(1.31e − 3) 

5 1.2633e + 0 
(2.34e − 2) − 

1.8543e + 0 
(1.26e − 1) − 

6.4494e + 0 
(7.69e − 4) − 

1.2169e + 0 
(5.66e − 3) = 

1.2101e + 0 
(1.20e − 2) 

15 9.2959e + 0 
(3.48e − 1) = 

1.1655e + 1 
(3.32e − 1) − 

2.7148e + 1 
(2.17e + 0) − 

8.4473e + 0 
(1.04e − 1) + 

9.4749e + 0 
(5.06e − 1) 

WFG5 

3 2.7042e − 1 
(8.25e − 3) − 

3.6838e − 1 
(5.22e − 2) − 

1.8890e + 0 
(1.60e + 0) − 

2.4618e − 1 
(2.85e − 3) = 

2.4592e − 1 
(2.29e − 3) 

5 1.2388e + 0 
(2.18e − 2) − 

1.7601e + 0 
(1.42e − 1) − 

5.7338e + 0 
(2.20e + 0) − 

1.1982e + 0 
(1.75e − 2) = 

1.1948e + 0 
(1.53e − 2) 

15 9.2351e + 0 
(9.88e − 2) = 

1.1335e + 1 
(3.16e − 1) − 

2.6152e + 1 
(5.23e + 0) − 

8.5790e + 0 
(1.30e − 1) + 

9.1061e + 0 
(1.00e − 1) 

WFG6 

3 2.7360e – 1 
(1.24e − 2) = 

5.3675e − 1 
(7.39e − 2) − 

3.7708e + 0 
(3.34e − 1) − 

2.5265e − 1 
(9.67e − 3) = 

2.5936e − 1 
(9.74e − 3) 

5 1.2796e + 0 
(5.04e − 2) − 

2.2633e + 0 
(9.77e − 2) − 

6.3164e + 0 
(1.07e + 0) − 

1.2401e + 0 
(1.08e − 2) − 

1.1892e + 0 
(1.11e − 2) 

15 9.7654e + 0 
(4.35e − 1) = 

1.2051e + 1 
(5.30e − 1) − 

2.3842e + 1 
(9.65e + 0) = 

8.2822e + 0 
(8.31e − 2) + 

9.2482e + 0 
(1.92e − 1) 

WFG7 

3 2.5599e – 1 
(8.54e − 3) − 

6.4563e − 1 
(6.62e − 2) − 

2.7298e + 0 
(7.24e − 1) − 

2.4058e − 1 
(2.94e − 3) − 

2.3593e − 1 
(1.75e − 3) 

5 1.2504e + 0 
(1.28e − 2) − 

2.3545e + 0 
(1.54e − 1) − 

6.0480e + 0 
(7.32e − 1) − 

1.2607e + 0 
(1.53e−2) − 

1.2071e + 0 
(9.95e − 3) 

15 1.0015e + 1 
(1.55e + 0) − 

1.1097e + 1 
(7.75e − 1) − 

2.5861e + 1 
(4.02e + 0) − 

8.2405e + 0 
(4.98e − 2) + 

9.0280e + 0 
(1.30e − 1) 

WFG8 

3 3.2956e – 1 
(4.49e − 3) − 

5.7403e − 1 
(2.46e − 2) − 

3.6348e + 0 
(4.06e − 2) − 

2.9312e − 1 
(4.86e − 3) = 

3.0258e − 1 
(6.48e − 3) 

5 1.2858e + 0 
(9.73e − 3) − 

1.8959e + 0 
(1.28e − 1) − 

4.8401e + 0 
(1.93e + 0) − 

1.2431e + 0 
(1.63e − 2) − 

1.1791e + 0 
(1.13e − 2) 

15 1.0753e + 1 
(1.39e + 0) − 

1.2065e + 1 
(8.09e − 1) − 

2.5026e + 1 
(3.41e + 0) − 

8.4308e + 0 
(1.57e − 1) + 

9.1181e + 0 
(5.36e − 1) 

WFG9 

3 2.6068e – 1 
(1.03e − 2) − 

3.7246e − 1 
(6.42e − 2) − 

2.4763e + 0 
(9.17e − 1) − 

2.3789e − 1 
(3.32e − 3) − 

2.3283e − 1 
(1.07e − 3) 

5 1.2431e + 0 
(1.84e − 2) − 

1.7670e + 0 
(1.02e − 1) − 

5.5005e + 0 
(1.63e + 0) − 

1.1982e + 0 
(5.21e − 3) = 

1.1930e + 0 
(1.62e − 2) 

15 8.9269e + 0 
(2.12e − 1) = 

1.0227e + 1 
(2.16e − 1) − 

2.3562e + 1 
(8.61e + 0) = 

8.2000e + 0 
(1.03e − 1) + 

8.8581e + 0 
(1.40e − 1) 

+/−/= 1/20/6 0/27/0 0/25/2 7/12/8  
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Figure 5. Comparison of solution set distributions between HACCEA and four advanced algorithms on the 3-objective 
WFG2 problem 
图 5. HACCEA 与 4 个先进算法在 3 目标的 WFG2 问题上的解集分布 

 
综上，HACCEA 优势显著，在解决不同的问题时能够保持较为稳定的性能，这对于实际应用来说是

十分重要的。但是在处理部分帕累托前沿不连续的问题时，性能略有下降，未来将考虑改进现有的搜索

机制，以提高算法的性能，增强算法的通用性，使算法能够更好地适应不同类型的优化问题。 

5. 结论 

本文深入研究了超多目标进化算法中如何更准确的度量解的收敛性，以及收敛性和多样性的平衡问

题，提出一种基于超支配自适应收敛性计算的超多目标进化算法(HACCEA)，通过超支配方法区分支配解

和非支配解，从中选取非支配程度最高的个体估计 PF 的形状，进而自适应选择合适的参考点计算解的收

敛性，并利用行列式点过程平衡收敛性与多样性。实验表明，HACCEA 在 WFG1~9 基准问题上显著优于

对比算法，且稳定性强。但是，HACCEA 在不连续 PF 问题上仍有改进的空间，未来将进一步优化算法

性能，并将其应用于实际问题。 

6. 本文创新点归纳 

创新点 1：超支配方法计算解的非支配程度，区分解的优势程度。 
创新点 2：估计 PF 的形状，根据形状自适应确定参考点，进而准确度量解的收敛性。 
创新点 3：采用行列式点过程平衡收敛性和多样性，无需复杂的参数设置。 
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