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摘  要 

本文研究了半定规划(SDP)问题的神经网络方法。首先提出了一种基于投影算子的神经网络方法，然后，

建立了神经网络平衡点与半定规划问题最优解之间的等价性，并证明了平衡点具有Lyapunov稳定性。数

值模拟进一步证明了该网络的有效性。通过利用投影映射和SDP问题的结构，该神经网络方法可以有效

地解决优化任务，为解决各种半定规划问题提供了一个实用的计算框架。 
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Abstract 
This paper studies the neural network method for semidefinite programming (SDP) problems. Firstly, 
a neural network method based on projection operator is proposed. Then, the equivalence between 
the equilibrium point of the neural network and the optimal solution of the semidefinite programming 
problem is established, and it is proved that the equilibrium point has Lyapunov stability. Numeri-
cal simulation further proves the effectiveness of the network. By using the structure of projection 
mapping and SDP problem, the neural network method can effectively solve the optimization task, and 

https://www.hanspub.org/journal/csa
https://doi.org/10.12677/csa.2025.1510263
https://doi.org/10.12677/csa.2025.1510263
https://www.hanspub.org/


张柯冕 等 
 

 

DOI: 10.12677/csa.2025.1510263 233 计算机科学与应用 
 

provides a practical computational framework for solving various semidefinite programming prob-
lems. 
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1. 引言 

近年来，由于半定规划(SDP)问题在工程和组合优化中的广泛应用，已引起了广泛关注。半定规划问

题包含线性规划、最小–最大特征值问题、最大行列式问题以及对数切比雪夫逼近问题等多个重要优化

问题作为特例[1]，这类问题在控制理论、图论、统计学、结构优化、组合优化以及其他学科领域频繁出

现[2] [3]。 
神经网络方法特别适用于实时优化问题，具备多项显著优势。其类似电路的结构易于通过模拟电路

或专用硬件实现，支持低功耗、高并行运算，满足高实时性需求。通过设计能量函数，该方法将约束优

化转化为动态系统平衡点求解，简化了传统内点法中复杂的障碍函数设计。此外，连续时间神经网络可

直接借助动态系统理论和常微分方程数值方法有效求解约束优化问题，并具有快速收敛能力，适用于实

时计算场景。 
本文旨在提出一种新的基于投影算子的神经网络来解决半定规划问题。首先，我们回顾了半定规划

问题和神经网络的定义。然后，构建了投影神经网络，分析了所提神经网络的平衡点和半定规划问题的

解是等价的，并证明了平衡点是 Lyapunov 稳定的，最后通过数值实验展示了所提方法的有效性。 
通过本文的研究，我们希望能够为解决半定规划问题的方法研究提供新的思路。 

2. 预备知识 

2.1. 半定规划问题 

我们考虑半定规划问题[4]： 

 
( ) min ,

        s.t. , ,    1, 2, , ,     0,i i

P C X

A X b i m X= = ≥

  
 

 (1) 

和其对偶问题： 

 
( ) T

1

max

         s.t.    ,     0,
m

i i
i

D b y

y A S C S
=

+ = ≥∑

  
 (2) 

其中， , , ,iC A X S 是 n 阶矩阵，并且 ,X S 是对称矩阵， , mb y R∈ ， , , ,iC X A X 是矩阵的迹积， ≥表示

半正定，也就是对于实对称矩阵 A 和 B ， A B≥ 表示 A B− 是半正定的。 
半定规划问题和对偶半定规划问题的解满足最优性条件[5]： 

Open Access

https://doi.org/10.12677/csa.2025.1510263
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


张柯冕 等 
 

 

DOI: 10.12677/csa.2025.1510263 234 计算机科学与应用 
 

 
1

, ,    1, 2, , ,    0,

,    0,

, 0.

i i

m

i i
i

A X b i m X

y A S C S

X S
=

 = = ≥

 + = ≥

 =

∑



 (3) 

令 ( )x vec X= 并且定义 ( )TT T,u x y= 。如果 *X 和 *y 满足(3)中的最优性条件，那么称 ( )T* *T *T,u x y= 是半

定规划问题的一组解。 

2.2. 一阶微分方程 

一阶微分方程基本形式为 

 ( ) ( )( ) ( )0 0,      ,ny t y t y t y= = ∈
  (4) 

这里 : n n→  是一个映射。 

定义 1. 若点 ( )* *y y t= 满足 ( )* 0y = ，则称 *y 为微分方程(4)的平衡点。若存在 *y 的一个领域 * nΩ ⊂  ，

使得 ( )* 0y = ，且对所有 { }* *\y y∈Ω ，都有 ( ) 0y ≠ ，则称 *y 为孤立平衡点。 

2.3. 投影算子 

设 : nPΩ →Ω 是一个投影算子，定义为 ( ) arg min
v

P u u vΩ ∈Ω
= − 。若 1

mΩ = Ω × ，其中×表示笛卡尔积，

2

1
nΩ ∈ ，则对任意 ( ) 2TT T, n mu x y += ∈ ，有

( )
1

P x
P

y
Ω

Ω

 
=   
 

。 

引理 1. [6]对于任意的 ( ), m mA B S S+ +∈ × ，其中 mS+ 为所有 m m× 实对称半正定矩阵的集合，我们有

, 0A B = 当且仅当 ( )mS
A P A B

+
= − 。 

命题 1. 设 nS+ 为所有 n n× 实对称半正定矩阵的集合，有以下等式成立： 

 ( )( ) ( ) ( )( )n nS vec S
vec P X P vec X

+ +
=   

命题 2. 如果Ω是一个 n
 上的闭凸子集，那么在闭凸集上的投影的一个基本性质是 

 ( ) ( )T
0,   ,   nu P u P u v u vΩ Ω− − ≥ ∀ ∈ ∈Ω         (5) 

3. 投影神经网络 

接下来，我们介绍所提出的投影神经网络模型 

 
( )

( )0 0

d ,
d

,    0,

u P u Mu q u
t

u t u

β

β

Ω= − + −  

= >
 (6) 

其中 ( )n mvec S+Ω = × ， 

 ( ) ( ) ( )
T T1 20

, , , , , , 1, 2, , ,
0

m i
i

A
M A a a a a vec A i m

A
 −

= = = = 
 

    

 ( ) ( ) ( ){ }2TT T
0, , , | , ,n m n mc

q c vec C u u x y x vec S y
b

+
+

 
= = ∈ = ∈ ∈ ∈ − 

    
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β 是尺度参数，用以表征神经网络的收敛速率。为了便于我们的分析： 

定理 1. 设 ( )T* *T *T,u x y= 是神经网络(6)的一个平衡点，则 *u 满足半定规划问题的最优性条件(3)。反

之，若 * nX S+∈ 是半定规划问题(1)的一个最优解，则存在 * my ∈ ，使得 ( )( )TT* * *T,u vec X y= 是神经网络

(6)的一个平衡点。 

证明：假设 ( )T* *T *T,u x y= 是神经网络(6)的一个平衡点，那么 ( )* * * 0P u Mu q uβΩ
 − + − =  ，因此 
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∗ ∗ ∗
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根据命题 1，得出 

 ( ) ( )( )1
1

nn

m
m

i i i ii Svec S
i

P x c vec y A vec P X C y Aβ β
++

∗ ∗ ∗ ∗
=

=
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代入原式得 
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我们有 
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i iiS
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将 ( )1, m
i iiA X B C y Aβ∗ ∗

=
= = −∑ 代入到引理 1 中，我们得到 

 
1

1

, ,    1, 2,3, , ,

0,     0,

, 0.

i i

m
i ii

m
i ii

A X b i m

C y A X

X C y A

∗

∗
=

∗ ∗
=

 = =

 −


− =

∑
∑



    

这与(3)是等价的，即 ( )T* *T *T,u x y= 满足半定规划问题的最优性条件。反之亦然。 
证毕。 
定理 2. 神经网络(6)的平衡点 ( )T* *T *T,u x y= 在 Lyapunov 意义上是稳定的。 
证明：令 ( )T* *T *T,u x y= 是神经网络(6)的一个平衡点，我们有 

 ( )* * * *u P u Mu q uβΩ
 = − + −    

考虑以下函数： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2T *1 1 ,   

2 2
V u F u u P u F u u P u F u u u uβ β βΩ Ω = − − − − − + − ∈Ω              

这里 ( )F u Mu q= + 。显然， ( )F u 是连续可微的，并且 ( )* 0V u = 。 
将 ( )n mvec S+Ω = ×  (它是

2n m+
 的一个闭凸子集)、 ( ) 2n mu F uβ +− ∈ 、 u∈Ω代入(5)，我们有 

 ( ) ( ) ( )
T

0,u F u P u F u P u F u uβ β βΩ Ω   − − − − − ≥            

那么 

 ( ) ( ) ( )
2T
.F u u P u F u u P u F uβ β βΩ Ω − − ≥ − −              

因此 

 ( ) ( )
2 2*1 1 0,   ,

2 2
V u u P u F u u u uβΩ≥ − − + − ≥ ∀ ∈Ω     

且显然有 

 ( ) *0,   , .V u u u u> ∀ ∈Ω ≠   

与文献[7]中定理 3.2 的证明类似，我们可知： 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) *,nV u F u F u I u P u F u u uβ β βΩ ∇ = + ∇ − − − + −      

其中， nI 是 n 阶单位矩阵。因此，沿着神经网络(6)的轨迹 ( )( )0, 0u u t u t= ≥ ，我们有 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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d d
d d
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u u F u u P u F u u P u F u

u P u F u F u u P u F u

β β β

β β β

Ω Ω

Ω Ω

   = ∇  

  = − − + − − + − −         

   − − − ∇ − −         

  

因为 F 是可微的，并且 

 ( )
T0

,
0
A

F u M
A

 −
∇ = =  

 
  

这是一个反对称矩阵，因此 

 ( ) ( ) ( )
T

0.u P u F u F u u P u F uβ β βΩ Ω   − − ∇ − − =            
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将 ( ) 2 *,n mu F u R uβ +− ∈ ∈Ω代入(3)中，我们得到 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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T 2 T* *
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Ω Ω
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  = + − − − − − − − −         
≥

  

这意味着， 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T2T* * .F u u u u P u F u u P u F u u u F uβ β β βΩ Ω  + − − − ≥ − − + −            

因此 

 
( ) ( ) ( )

T*d
.

d
V u t

u u F u
t

β
   ≤ − −  (7) 

对于任意的 u∈Ω，我们有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T* * * T * *T * .u u F u u u F u F u u F u u F u − = − − + −    

由神经网络(6)和最优性条件(3)，我们得到 
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因此 
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 
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上式结合反对称矩阵 *
1, , , 0mn n

i iiM X S C y A S β+ +=
∈ − ∈ >∑ 以及(7)，得到 

 
( ) ( ) ( )

T* *

1

d
, 0

d

m

i i
i

V u t
u u F u X C y A

t
β β

=

   ≤ − − ≤ − − ≤∑   

这意味着神经网络(6)的平衡点在 Lyapunov 意义上是稳定的。 
证毕。 

4. 数值实验 

下面的例子是根据文献[8]，经过适当修改而改编的。 
考虑半定规划问题(1)和其对偶问题(2)，令 3, 2n m= = ， 

 1 2

1 0 0 0 3 0 0 0
0 2 0 0 0 1 0 0

, ,
0 0 2 0 0 0 1 0
0 0 0 4 0 0 0 1

A A

−   
   − −   = =
   
   

−   

  

 

3 0 0 0
3 0 2 0 0

, .
1 0 0 8 0

0 0 0 16

b C

 
 −   = =      
 

  

实验在 MATLAB R2022 上进行，所使用的常微分方程求解器为 ode45。图 1 展示了基于神经网络(6)

的 ( )y t 的轨迹，参数取 100β = ，初始点取 0 4X I= 和 0

1
1

y  
=  
 

。 

 

 
Figure 1. ( )y t  trajectory based on neural network (6) 

图 1. 基于神经网络(6)的 ( )y t 轨迹 
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5. 结论 

本文提出了一种新的基于投影算子的神经网络来解决半定规划问题。 
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