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摘  要 

多处理器系统的故障诊断是保障系统稳定运行的核心技术。g好邻条件限制每个无故障顶点都与至少g个
无故障顶点相邻，非包含g好邻诊断度限制满足g好邻条件的故障集对互不包含。本文以n维交叉立方体

nCQ 为研究对象，证明了在 PMC 模型下当 1 3g n≤ ≤ − 时 nCQ 的非包含 g 好邻诊断度上界为

( )2 1 2 1gn g − + −  ，当 2 1n g n− ≤ ≤ − 时上界为 12 1n− − ；在PMC模型下当 4n ≥ 时非包含1好邻诊断度

为 4 7n − 。在MM*模型下当 4n ≥ 时 nCQ 的非包含1好邻诊断度为 3 5n − 。 
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Abstract 
Fault diagnosis is a core technology to guarantee the stable operation of multiprocessor systems. 
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The g-good-neighbor constraint requires every fault-free vertex to be adjacent to at least g fault-
free vertices, while the non-inclusive constraint restricts that any pair of g-good-neighbor faulty 
sets cannot contain one another. This paper takes the n-dimensional crossed cube nCQ  as the re-
search object. Under the PMC model, we prove that the upper bound of the non-inclusive g-good-
neighbor diagnosability of nCQ  is ( )2 1 2 1gn g − + −   for 1 3g n≤ ≤ − , and the upper bound is 

12 1n− −  for 2 1n g n− ≤ ≤ − . When 4n ≥ , the non-inclusive g-good-neighbor diagnosability of 

nCQ  under the PMC model equals 4 7n − . Under the MM* model, the non-inclusive 1-good-neigh-
bor diagnosability of nCQ  is 3 5n −  where 4n ≥ . 
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1. 引言 

随着计算机网络技术持续发展，大规模多处理器系统的运行可靠性受到广泛关注。通常情况下，通

过对互连网络进行图论建模，可以将处理器抽象为简单无向图的顶点，通信链路抽象为图的边。多处理

器系统故障诊断依靠节点间的相互关系定位故障节点，是评价网络容错能力的核心指标。1967 年，

Preparata 等人首次提出 PMC 单向测试诊断模型，同时给出经典 t 可诊断定义，奠定了互连网络故障诊断

的理论基础[1]。在 PMC 模型中，相邻节点可相互发起测试，通过测试结果完成故障节点定位。后续

Sengupta 与 Dahbura 提出改进后的比较诊断模型，即 MM*模型，依靠节点对相邻两节点同时进行信号输

出的结果对比完成故障节点定位，工程实用性更强[2]。这两类模型的工作机制与适用场景不同，但均为

互连网络故障诊断领域的经典研究模型。Fan 研究了比较诊断模型下交叉立方体的传统诊断度[3]。 
传统无约束诊断假设故障可随机分布，但实际系统中单个节点所有邻点同时故障属于极低概率事件，

因此有学者逐步引入受限故障约束。2005 年，Lai 等人提出条件诊断概念，要求任意顶点的邻点不能全

部为故障点[4]。Zhou 证明了在比较诊断模型下交叉立方体的条件诊断度[5]。Hong 等人研究出增广立方

体在比较诊断模型下的条件诊断度[6]。在此基础上，Peng 等人进一步提出 g 好邻条件诊断度，限制每个

非故障顶点至少拥有 g 个非故障邻点，该诊断度被广泛应用于各类正则互连网络的分析中[7]。针对 g 好

邻诊断度相关问题，国内外学者开展了大量研究。Ye 等人给出了 n 维交叉立方体的 g 好邻连通度，即删

除后剩余子图最小度不低于 g 的顶点割所含顶点数的最小值，为后续 g 好邻条件诊断度的证明提供了关

键引理[8]。Guo 等人证明了交叉立方体在 PMC 与 MM*模型下的 g 好邻条件诊断度[9]。Wang 等人给出

了 MM*模型下的交换交叉立方体的 g 好邻条件诊断度[10]。Liu 等人证明了 PMC 与 MM*模型下扭结超

立方的 g 好邻条件诊断度[11]。 
在单一故障约束之外，非包含故障集约束成为近年来新的研究方向。实际故障检测场景下，两组故

障集为包含关系的概率极小，实际研究价值有限，因此引入非包含故障约束，规定任意两组故障集不能

相互包含[12]。2022 年，Yuan 等人正式提出非包含 g 好邻诊断度，并针对通用互连网络给出基础判定方

法[13]。随后 Tian 等人进行了星图的非包含 g 好邻诊断度相关研究[14]。Zhang 等人研究了 n 维立方体在
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PMC 与 MM*模型下的非包含 g 好邻诊断度[15]。 
交叉立方体 nCQ 是 n 维立方体的变体，继承递归构造与正则性的同时缩短了网络直径，嵌入能力与

容错性能更加优异[16]。现有文献仅针对标准 n 维立方体开展非包含 g 好邻诊断度研究，尚无工作系统推

导交叉立方体在非包含与 g 好邻双重限制下的诊断度，且交叉立方体独特的交错邻接规则使得其非包含

g 好邻故障集的构造及诊断度上下界的推导远复杂于标准 n 维立方体，研究存在挑战。本文首先推导 PMC
模型下交叉立方体 nCQ 的非包含 g 好邻诊断度上界，再证明 1g = 时 nCQ 的非包含 1 好邻诊断度，之后完

成 nCQ 在 MM*模型下的 1 好邻条件诊断度推导，再对特例 4CQ 在 MM*模型下的非包含 1 好邻诊断度进

行证明，特例的得证使得 nCQ 在 MM*模型下的非包含 1 好邻诊断度的适用范围从 5n ≥ 拓展到 4n ≥ 。 

2. 准备工作 

2.1. 基础图论概念 

设图 ( ),G V E= 为一个无向简单图，其中 V 为图 G 的顶点集，E 为图 G 的边集。 

对任意顶点 v V∈ ，记 ( )GN v 为顶点 v 的邻域，即与顶点 v 相邻的所有邻点的集合；对图 G 的顶点子

集 S，定义顶点子集 S 的开邻域 ( ) ( )( )Gv S
N S N v S

∈
= −


，表示与 S 中的顶点相邻且不属于 S 的顶点集

合。对图 G 的非空顶点子集 1V V⊂ ，导出子图指保留子集 1V 内所有顶 a 点以及顶点之间的全部连边。定

义G S− 为在图 G 中删除顶点子集 S 得到的导出子图。对于图 G 中某一顶点 v，d(v)记作点 v 的度，即与

顶点 v 相连的边的条数。 ( )Gδ 表示图 G 的最小度，取 d(v)的最小值； ( )G∆ 表示图 G 的最大度，取 d(v)

的最大值。定义 k 正则图，若对图 G 中任意顶点 v V∈ 都有 ( ) ( ) ( )d v G G kδ= = ∆ = ，则称图 G 为 k 正则

图。对故障集 F，若任意的无故障顶点 v V F∈ − ，都有至少 g 个无故障的邻点 ( ) ( )N v V F g∩ − ≥ 。设

1 2,F F V⊂ ，定义对称差 ( ) ( )1 2 1 2 2 1F F F F F F= − ∪ − ，交集 1 2F F∩ ，并集 1 2F F∪ 。非包含故障集指一组故

障集对 1F 和 2F 互不包含，满足 1 2F F 且 2 1F F 。定义公共无故障区域 ( )1 2U V F F= − ∪ 。 

2.2. 故障诊断模型与相关定义 

经典故障诊断模型分为 PMC 模型和 MM*模型两类，用以判断复杂网络中各节点是否故障。 
在 PMC 模型中，相邻节点之间可互相发起测试：设相邻节点 u 为测试节点，v 为被测试节点，测试

结果记为 ( ),u vσ ；若 u 无故障且 v 无故障，则 ( ), 0u vσ = ；若 u 无故障且 v 故障，则 ( ), 1u vσ = ；若测试

节点 u 本身故障，则测试结果不具备参考价值[1]。 
在MM*模型中，引入比较器节点w，对相邻节点u和v同时发出信号做对比测试，结果记为 ( )( ), wu vσ ；

若 w 无故障且被测试点 u 和 v 均无故障，则记为 ( )( ), 0wu vσ = ；若 w 无故障而 u 和 v 之中至少一个故

障，则记为 ( )( ), 1wu vσ = ；若比较器 w 故障则结果无效。且该模型要求满足测试条件的节点组必须执行

对比测试。 
两类模型中，所有测试结果构成症状σ ，σ 为边集 E 到(0,1)的映射函数。 
定义 1 (g 好邻故障集) [7] 设 F V⊆ ，若 ( )G F gδ − ≥ ，则称 F 为图 G 的 g 好邻故障集。 
定义 2 (非包含 g 好邻诊断度) [13] 图 G 的任意一对互不包含的 g 好邻故障集 1 2,F F 都是可区分的，

且满足 1F t≤ ， 2F t≤ ，则称图 G 是非包含 g 好邻可诊断的。取满足条件的最小整数 t 作为非包含 g 好

邻诊断度，记作 ( )
gNt G 。 

定义 3 (g 好邻割) [8] 设图 G 的顶点子集 F，若G F− 不连通且满足删去集合 F 后剩余导出子图的每

个顶点都有至少 g 个邻点，即 ( )G F gδ − ≥ ，则称 F 为 g 好邻割，最小 g 好邻割的顶点数定义为 g 好邻

连通度。 
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2.3. 交叉立方体及其性质 

定义 4 (n 维交叉立方体 nCQ ) [16] 当 1n = 时， 1CQ 为两点完全图 2K ；当 2n ≥ 时， nCQ 由两个 1n −

维子交叉立方体 0
1nCQ − 与 1

1nCQ − 以固定规则连接而成(如图 1)。 

设顶点 0
2 0 10 n nu u u CQ− −= ∈ ， 1

2 0 11 n nv v v CQ− −= ∈ ，则顶点 u 与顶点 v 相邻当且仅当满足以下条件条

件：(1) 当 n 为偶数时有 2 2n nu v− −= ；(2) 有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 1 2 2 1 2, 00,00 , 01,11 , 11,01 , 10,10i i i iu u v v+ + ∈ ，其中

10
2

ni − ≤ <   
。 

nCQ 的总顶点数为 2n ，是 n 正则连通无三角形图，其中任意一对相邻顶点无公共邻点，任意一条边

均包含于 4 圈中。 
性质 1 [8] [17] 当 0 2g n≤ ≤ − 时， nCQ 的 g 好邻连通度 ( ) ( )2g g

nk CQ n g= − 。 
 

 
Figure 1. Crossed Cube nCQ  
图 1. 交叉立方体 nCQ  

3. PMC 模型下 CQn 的非包含 g 好邻诊断度 
引理 1 [1] 设 1 2,F F 为故障集。若存在 1 2u F F∈ ∆ ， ( )1 2v V F F∈ − ∪ ，uv E∈ ，则故障集 1 2,F F 在 PMC

模型下可区分。否则， 1 2,F F 不可区分(如图 2)。 
 

 
Figure 2. Distinguishability condition of fault sets under the PMC model 
图 2. PMC 模型下故障集可区分条件 

 
定理 1 设 4n ≥ ，n 维交叉立方体 nCQ 在 PMC 模型下的非包含 g 好邻诊断度上界为 
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( )
( )
1

2 1 2 1,0 3

2 1, 2 1g

g

N n n

n g g n
t CQ

n g n−

 − + − ≤ ≤ −  ≤ 
− − ≤ ≤ −

。 

证明 当 0 3g n≤ ≤ − 时，在 nCQ 中选取两个顶点不交且彼此无边的 g 维子立方体 1 000 0 n gA x x− −=  

和 1 000 0 n gB x x− −=   ，其中 { }0,1ix ∈ ， ( )0, 1i n g∈ − − 。由交叉立方体邻接规则可知 A B∩ =∅ 且 A 与

B 之间无边相连。记 ( )D N A B= ∪ ，构造故障集 1F A D= ∪ ， 2F B D= ∪ 。由于 A 和 B 均为 g 维交叉子

立方体，故 A 和 B 的顶点数 2gA B= = ，又由 nCQ 的正则性得到 A 和 B 的开领域所含顶点数即开领域

大小 ( ) ( ) ( )2gN A N B n g= = − ，又 ( ) ( )N A N B∩ =∅，因此 ( ) ( ) ( )2 2gD N A N B n g= + = − ，进而 

( ) ( )1 2 2 2 2 1 2g g gF A D n g n g= + = + − = − +   ，显然 2 1F F= 。由构造形式可得 1 2F F A− = ， 

2 1F F B− = ，对称差 1 2F F A B∆ = ∪ ，且 ( )1 2N F F D∆ = 。因为 ,A B 均非空，故 1 2,F F 满足非包含故障对

定义，又 1D F⊆ 且 2D F⊆ ，可得 ( )1 2 1 2N F F F F∆ ⊆ ∪ ，根据引理 1 可知该故障对在 PMC 模型下不可区

分。任取顶点 ( ) 1nu V CQ F∈ − ，可知 u 与 A 之间无连边，删除 A 不会改变 u 的邻接关系，推得 

( )1nCQ F gδ − ≥ ，即 1F 为 g 好邻故障集。同理 2F 也为 g 好邻故障集。由此区间 0 3g n≤ ≤ − 内有在 PMC

模型下顶点数为 ( )2 1 2gn g− +   的非包含 g 好邻不可区分故障对，故 ( ) ( )2 1 2 1
g

g
N nt CQ n g≤ − + −   。 

当 2 1n g n− ≤ ≤ − 时，令 ( )1 0 nF CQ= Γ ， ( )2 1 nF CQ= Γ ，其中 ( )i nCQΓ 表示以 i 开头的 1n − 维子图，

{ }0,1i∈ 。此时 1
1 2 2nF F −= = 且故障集对 ( )1 2,F F 满足互不包含条件。因为 1 2,F F 顶点不交，同时

( )1 2 nF F V CQ∆ = ，所以 ( )1 2N F F∆ 为空集，自然满足 ( )1 2 1 2N F F F F∆ ⊆ ∪ ，故障对 ( )1 2,F F 不可区分。

当 2g n= − 时， ( )1 1n nCQ F CQ− = Γ 为 1n − 正则图， ( )1 1 2nCQ F n nδ − = − ≥ − ；当 1g n= − 时， 

( )1 1nCQ F n gδ − = − = ，两种情况下故障集 1 2,F F 均满足 g 好邻约束。因此该区间存在基数为 12n− 的合法

不可区分故障对，可得 ( ) 12 1
g

n
N nt CQ −≤ − 。 

综合两个区间推导，定理得证。 
定理 2 设整数 4n ≥ ，n 维交叉立方体 nCQ 在 PMC 模型下的非包含 1 好邻诊断度 ( )

1
4 7N nt CQ n= − 。 

证明 首先证明上界 ( )
1

4 7N nt CQ n≤ − 。根据定义 4，在 nCQ 中任取一个 4 圈 4 1 2 3 4 1C v v v v v= ，满足

1 2 2 3 3 4 4 1, , ,v v v v v v v v E∈ 。令 { }1 2 3 4, , ,S v v v v= ， ( )D N S= ， nCQ 中无三角形，4 圈内部不存在其他连边。构

造故障集 { }1 1 4,F D v v= ∪ ， { }2 2 3,F D v v= ∪ ，将各顶点邻域拆分为圈内邻点与圈外邻点，由 nCQ 的正则

性，1 2 3, ,v v v 和 4v 共有 4n 个邻点，圈内邻点各 2 个共 8 个，不计入开邻域中。计算得出 ( ) 4 8D N S n= = − ，

所以 1 2 4 8 2 4 6F F n n= = − + = − 。易知{ }2 3 2, ∈v v F 但{ }2 3 1, ∉v v F ，{ }1 4 1, ∈v v F 但{ }1 4 2, ∉v v F ，故障对互不

包含。其余顶点邻接关系未被破坏，得到 ( )1 1nCQ Fδ − ≥ ， 1F 为 1 好邻故障集。同理可知， 2F 也是 1 好

邻故障集。取对称差 { }1 2 1 2 3 4, , ,F F S v v v v∆ = = ，可知 ( ) 1 2N S F F⊆ ∪ ， 1 2F F∪ 与 1 2nCQ F F− ∪ 之间没有连

边，因此，依据引理 1，故障集对 ( )1 2,F F 在 PMC 模型下不可区分。令 1 2nv CQ F F∈ − ∪ ，v 为无故障点且

点 v 的所有邻点都在 1 2nCQ F F− ∪ 中， ( )1 2 1nCQ F F nδ − ∪ = ≥ 。分析子图 1nCQ F− 的结构，无故障顶点

2v 与 3v 互为邻点， 1F 满足 1 好邻条件。同理， 2F 为 1 好邻条件故障集。非包含的 1 好邻故障集对 ( )1 2,F F

是不可区分的，因此 ( )
1

4 6 1 4 7N nt CQ n n≤ − − = − 。 

再证明下界 ( )
1

4 7N nt CQ n≥ − 。反证，假设存在一组互不包含的 1 好邻故障集 1 2,F F ，满足 1 4 7F n≤ − ，

2 4 7F n≤ − 且二者在 PMC 模型下不可区分。由不可区分性得 ( )1 2 1 2N F F F F∆ ⊆ ∪ ，结合 1 好邻故障集

定义， 1 2F F∩ 为一个 1 好邻割。因为 1F 和 2F 是不可区分的，为保持 1F 和 2F 的非包含 1 好邻性，需要

1 2 2≥−F F 且 2 1 2≥−F F ，即 1 2 4≥∆F F 。因此 1 2 1 2 ) 4 8(∆ ∆≥ ≥ −F F N F F n ，矛盾。假设不成立，所有
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基数不超过 4 7−n 的互不包含 1 好邻故障集均可区分，即 ( )
1

4 7N nt CQ n≥ − 。 

联立上下界， ( )
1

4 7N nt CQ n= − 得证。 

4. MM*模型下 CQn 的非包含 1 好邻诊断度 

引理 2 [2] 设 1 2,F F 为故障集。 1 2,F F 可区分当且仅当以下其中一个条件成立(如图 3)： 
(1) 存在 ( )1 2w V F F∈ − ∪ ，{ } 1 2,u v F F∈ − ，使得{ },uw vw E∈ ； 
(2) 存在 ( )1 2w V F F∈ − ∪ ，{ } 2 1,u v F F∈ − ，使得{ },uw vw E∈ ； 

(3) 存在{ },u v U∈ ， 1 2w F F∈  ，使得{ },uv vw E∈ 。 

否则， 1 2,F F 不可区分。 
 

 
Figure 3. Distinguishability condition of fault sets under the MM* model 
图 3. MM*模型下故障集可区分条件 

 
定理 3 当 3n ≥ 时，n 维交叉立方体 nCQ 在 MM*模型下的非包含 1 好邻诊断度上界为 3 5n − ，即

( )
1

3 5N nt CQ n≤ − 。 

证明 为证上界，在 nCQ 中任取一条长度为 2 的 3 路 1 2 3v v v ，令 { }1 2 3, ,S v v v= ，满足 1 2v v E∈ ， 2 3v v E∈ ，

1 3v v E∉ ，记 ( )D N S= 。结合定义 1， nCQ 是 n 正则图，图中无三角形，且 nCQ 中任意两点至多有 2 个

公共邻点，因此 1v 与 3v 的公共邻点除 2v 外至多还有 1 个，所以 3 4 3 5n D n− ≤ ≤ − 。构造故障集

{ }1 1F D v= ∪ ， { }2 3F D v= ∪ ，计算得 1 2 1 3 4F F D n= = + ≤ − 。因为 3 2v F∈ 且 1u F∉ ， 1 1v F∈ 且 1 2v F∉ ，

2v 为无故障点，所以 1F 和 2F 满足 1 好邻条件，均为 1 好邻故障集，且故障对 ( )1 2,F F 互不包含。 1 2 1F F v− =

和 2 1 3F F v− = 均为单点集，不满足 MM*模型下故障集对可区分的条件(1)和(2)。此时 

1 2 1 1 3 4F F F n∩ − − ≥ − ， nCQ 的 1 好邻连通度为 2 2n − ，当 3n ≥ 时 3 4 2 2n n− > − ，故 1 2F F∩ 是 nCQ 的

一个 1 好邻割，又因为 1 2F F∆ 连通，所以 1 2F F∆ 与 1 2nCQ F F− ∪ 之间没有连边，不满足 MM*模型下故

障集对可区分的条件(3)。MM*模型下的可区分条件(1)(2)(3)均不满足，故障对 ( )1 2,F F 不可区分，故

( )
1

3 5N nt CQ n≤ − 。上界得证。 

定理 4 4 维交叉立方体 4CQ 在 MM*模型下的非包含 1 好邻诊断度是 7，即 ( )
1 4 7Nt CQ = 。 

证明 首先证明上界， ( )
1 4 7Nt CQ ≤ 。由定理 3 可知，当 4n = 时3 5 7n − = ，所以 ( )

1 4  7Nt CQ ≤ 。 

再证下界， ( )
1 4 7Nt CQ ≥ 。即，要证 4CQ 是非包含 1 好邻 7 可诊断的。反证，假设 4CQ 不满足非包含

1 好邻 7 可诊断。即， 4CQ 中存在的两个互不包含的 1 好邻故障集 1F 和 2F ，满足 1 7F ≤ ， 2 7F ≤ ，故障

集对 ( )1 2,F F 不可区分。 1 2 1F F− ≥ 且 2 1 1F F− ≥ ， 1 2 1 2 1 2 1 2 14F F F F F F F F∪ = + − ∩ ≤ + = 。而 4CQ 的

顶点数为 42 16 14= > ，所以 ( )4 1 2V CQ F F≠ ∪ 。 
断言 1 4 1 2CQ F F− ∪ 中无孤立点。 

https://doi.org/10.12677/csa.2026.169295


虞丹，吕盛梅 
 

 

DOI: 10.12677/csa.2026.169295 136 计算机科学与应用 
 

反证，假设 4 1 2CQ F F− ∪ 中至少存在一个孤立点 w。由于 2F 是 1 好邻故障集，故存在 1 2 1v F F∈ − ，

使得 1v 与 w 相邻。又因为故障集对 ( )1 2,F F 不可区分，所以 1 2F F− 中至多有一个点 1v ，使得 1v 与 w 相邻。

同理， 2 1F F− 中有且只有一个点 2v 使得 2v 与 w 相邻。令 W 为 4 1 2CQ F F− ∪ 中的所有孤立点作成的点集，

H 为 4 1 2CQ F F W− ∪ ∪ 的导出子图。对任意的 w W∈ ， ( ) 4d w = ，所以 ( ) ( )1 2 2N w F F∩ ∩ = 。因为 1 7F ≤ ，

所以 ( )
1 2 1 2 12 1 8F Fw W N w W F F F∩∈

= ≤ ∩ ≤ − ≤∑ ，故由此得知 4W ≤ 。假设 ( )V H 不空，当 4W = 时，

1 2 12F F∪ = ，此时 1 2 1 2 1 2 7 7 12 2F F F F F F∩ = + − ∪ = + − = ，得出矛盾。当 4W < 时， 

1 2 7 7 2 12F F∪ ≤ + − = ，而 ( )4 1 216 12 4 16V CQ F F W= = ∪ + < + = ，由此得出矛盾。故 ( )V H 不空。因

为 H 中无孤立点，所以 H 中的点不与 1 2F F∆ 中的点相邻。因此， 1 2F F∩ 是 4CQ 的一个割，又因为 1 2F F∩

是 1 好邻的，所以 1 2F F∩ 是 4CQ 的一个 1 好邻割。又因为 4CQ 的 1 好邻连通度是 6，所以 1 2 6F F∩ ≥ 。

因为 1 7F ≤ ， 2 7F ≤ ，所以 1 2 2 1 1F F F F− = − = 。令 1 1 2v F F∈ − 。 2 2 1v F F∈ − ，则对 w W∈ ，都有 w 与

1v 相邻且 w 与 2v 相邻。因为 4CQ 的性质， 4CQ 中任意一对点的公共邻点数不超过 2，所以 4 1 2CQ F F− ∪

中至多有 2 个孤立点。 
情形 1 如果 4 1 2CQ F F− ∪ 中恰好只有一孤立点 1w 且有 1w 与 1 2,v v 相邻。 ( ) { }1 1 2 1 2,N w v v F F− ⊆ ∩ ，

( ) { }1 1 2N v w F F− ⊆ ∩ ， ( ) { }2 1 2N v w F F− ⊆ ∩ 。因为 4CQ 是无三角的，故 

( ) { }( ) ( ) { }( )1 1 2 1, 0N w v v N v w− ∩ − = 。 ( ) { }( ) ( ) { }( )1 1 2 2, 0N w v v N v w− ∩ − = 。因为 4CQ 中任意两点的公

共邻点数至多为 2，所以 ( ) { } ( ) { }( )1 2 1N v w N v w− ∩ − ≤ ，因此可以 

( ) { } ( ) { } ( ) { } ( ) { }( ) ( ) { }( )1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 2, ,F F N w v v N v w N v w N w v v N v w∩ ≥ − + − + − − − ∩ − ，即 

1 2 2 3 3 1 7F F∩ ≥ + + − = ，那么 1 1 2 1 2 1 7 8F F F F F= − + ∩ ≥ + = ，与 1 7F ≤ 矛盾。 
情 形 2 考虑 第 二种情 形 ，如果 4 1 2CQ F F− ∪ 中 有两孤 立 点 1w 和 2w 且 与 1 2,v v 相 连。

( ) { }1 1 2 1 2,N w v v F F− ⊆ ∩ ， ( ) { }2 1 2 1 2,N w v v F F− ⊆ ∩ ， ( ) { }1 1 2 1 2,N v w w F F− ⊆ ∩ ， 

( ) { }2 1 2 1 2,N v w w F F− ⊆ ∩ 。根据 4CQ 的边邻接构造法则，可知交叉立方体 4CQ 是无三角的，故因此可得

( ) { } ( ) { } ( ) { }
( ) { } ( ) { }( ) ( ) { }( )

1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2

2 1 2 1 1 2 2 1 2

, , ,

, , ,

F F N w v v N w v v N v w w

N v w w N v w w N v w w

∩ ≥ − + − + −

+ − − − ∩ −
，由此即可得 

1 2 2 2 2 2 0 8F F∩ ≥ + + + − = ，那么有 1 1 2 1 2 1 8 9F F F F F= − + ∩ ≥ + = ，与 2 7F ≤ 矛盾。 

断言得证。 
令 4 1 2v CQ F F∈ − ∪ 。由断言 1 可知，u 在 4 1 2CQ F F− ∪ 中至少存在一个邻点 v，因为故障集对 ( )1 2,F F

不可区分，故对 ,u v 而言，不存在点 1 2w F F∈ ∆ ，使得 uw E∈ 且 uv E∈ ，或者 vw E∈ 且 vu E∈ ，所以

4 1 2CQ F F− ∪ 和 1 2F F∆ 之间不存在连边，即不连通。因为 ( )1 2,F F 为非包含 1 好邻故障集对，为满足其中

的 1 好邻条件，需要 1 2 2 1 2F F F F− = − ≥ 。由此可知 1 2F F∩ 是 4CQ 中的一个 1 好邻割，即这 1 2 6F F∩ ≥ 。

因此， 1 1 2 1 2 2 6 8F F F F F= − + ∩ ≥ + = ，与 2 7F ≤ 矛盾。综上所述， 4CQ 是 1 好邻 7 可诊断的。 

( )
1 4 7Nt CQ ≥ 得证。 

综合上界和下界，定理 4 得证。 
引理 3 [5] 令{ },u v 是 n 维交叉立方体 nCQ 中的一相邻点对，则当 3n ≥ 时有 

{ } { }( ), , 3nCQ N u v u v nκ − ∪ ≥ − 。 

引理 4 令 F 是 nCQ 中的非包含 1 好邻故障集且满足 3 6F n≤ − ，则当 4n ≥ 时 nCQ F− 满足下列条件

之一： 
(1) nCQ F− 是连通的； 
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(2) nCQ F− 由两个连通部分组成，其中一个部分与 2K 同构，另一部分的顶点数为 2 2n F− − 。 

证明 令 0
0 nF F CQ= ∩ ， 1

1 nF F CQ= ∩ ，由 nCQ 的结构可知 0 1F F∩ =∅。故障集 F 是非包含 1 好邻故

障集且满足 3 6F n≤ − ，考虑以下两种情况： 

情形 1 nCQ 中任意无故障相邻顶点对{ },u v 满足 ( ),N u v F⊄ 。 

子情形 1 0
0nCQ F− 或 1

1nCQ F− 连通 

不失一般性，假设 0
0nCQ F− 不连通，考虑此情形下故障集大小，由此假设可知 

( )0 2 1 2 2 4F n n≥ − − = − ， ( )1 03 6 3 6 2 4 2F n F n n n≤ − − ≤ − − − = − ，此时 1
1nCQ F− 连通。下面证明 

0
0nCQ F− 与 1

1nCQ F− 之间有路相连。 

令 0
0nu CQ F∈ − ， 1

1 1nu CQ F∈ − ，若 1u F∉ ，则根据 nCQ 的邻接结构可知u 与 1u 之间通过交错边相邻；

否则，因为 nCQ 中任意相邻无故障点对{ },u v 满足 ( ),N u v F⊄ ，所以存在一顶点 ( ) ( )0
0nv N u CQ F∈ ∩ − ，

若 1v F∉ ，类似地， 0
0nCQ F− 与 1

1nCQ F− 之间有路连通；否则，存在一顶点 ( ) ( )0
0nw N u CQ F∈ ∩ − 使得

1w F∉ ，故 0
0nCQ F− 与 1

1nCQ F− 之间有路相连。以此类推， 0
0nCQ F− 与 1

1nCQ F− 连通，若不然，有

3 5F n≥ − ，矛盾。 0
0nCQ F− 连通且 1

1nCQ F− 不连通和 0
0nCQ F− 与 1

1nCQ F− 均不连通两种情况相似可证。 

子情形 2 0
0nCQ F− 与 1

1nCQ F− 均不连通 
此时，考虑故障集大小可得知 ( )0 2 1 2 2 4F n n≥ − − = − 且 1 2 4F n≥ − ，则有 

( )0 1 0 1 4 8 3 6 4F F F F F n n n= + = + ≥ − > − ≥ ，与 3 6F n≤ − 矛盾。 
综合子情形 1 和子情形 2， nCQ F− 连通得证。 
情形 2 nCQ 中存在一无故障相邻顶点对{ },u v 满足 ( ),N u v F⊂ 。 

无故障相邻点对{ },u v 的所有邻点均故障， ( ) { }( ) ( ), , , 2 2F N u v u v N u v n∩ ∪ = = − ，故有 

( ) ( ) ( ) ( ), , 3 6 2 2 4 3F N u v F F N u v n n n n− = − ∩ ≤ − − − = − < − 。根据引理 3 所述可得知，有 

( ) { }, ,nCQ N u v u v F− ∪ − 是连通的，又 F 是 1 好邻故障集，得出结论， nCQ F− 有两部分，其中一个部

分与 2K 同构，另一部分的顶点数为 2 2n F− − 。 

综合情形 1 和情形 2，引理 4 得证。 
引理 5 当 5n ≥ 时，令 1F 和 2F 是 nCQ 中的一对非包含故障集对且满足条件 1 3 5F n≤ − ， 2 3 5F n≤ − ，

若 1F 和 2F 是不可区分的，则 1 2nCQ F F− ∪ 中无孤立点。 
证明 因为故障集大小满足条件 1 3 5F n≤ − ， 2 3 5F n≤ − ，所以当 4n ≥ 时，有 

( )1 2 1 2 6 10 2n
nF F F F n V CQ∪ ≤ + ≤ − < = 。因此， 1 2 nF F CQ∪ ≠ 。令 W 为 1 2nCQ F F− ∪ 中所有孤立点

作成的孤立点集，H 为 1 2nCQ F F W− ∪ ∪ 。假设 W 不为空，令 w 是 W 中的一孤立点，则有 
( ) 1 2 1N w F F F− ⊆ − 。因为 1F 是 1 好邻故障集，所以顶点 w 在 1nCQ F− 中至少有一邻点，而且 1F 和 2F 是

不可区分的，根据引理 2，有 ( ) ( )2 1 1N w F F∩ − = 。相似地，有 ( ) 2 1 2N w F F F− ⊆ − 且 ( ) ( )1 2 1N w F F∩ − = ，

因此有 ( ) ( )1 2 2N w F F n∩ − = − 。 

综合以上， ( ) ( )
1 2 1 22 3 6F Fw W N w W n F F n∩∈

= − ≤ ∩ ≤ −∑ ，因此有，
3 6 3

2
nW
n
−

≤ =
−

。考虑以下两种

情形： 
情形 1 ( )V H = ∅  
在情形 1 的情况下，即若 H 为空，考虑故障集大小与 nCQ 中顶点数大小关系，则有 

( ) ( )1 2 1 22 3 5 3 5 3 6 7n
nCQ F F W F F W n n n= = ∪ + ≤ + + ≤ − + − + = − ，当 5n ≥ 时，得到矛盾。 
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情形 2 ( )V H ≠ ∅  

因为 1F 和 2F 是不可区分的， ( )1 2 1 2N F F W F F∆ ∪ ⊆ ∩ ，且 1F 和 2F 是互不包含的，即 1 2 1F F− ≥ 且

2 1 1F F− ≥ ，所以 1 2 3 6F F n∩ ≤ − 。由引理 4 所述，可得知 1 2nCQ F F− ∩ 由两分别连通的部分组成，其中

一个部分与 2K 同构，另一连通部分的顶点数为 2 2n F− − ，两部分间无边相连。令 1G 是 1 2nCQ F F∩− 中

的一部分且满足条件{ }1 2 1, ,u w u G⊆ ，其中 ( ) ( )1 1 2u N w F F= ∩ − ， ( ) ( )2 2 1u N w F F= ∩ − ，则有 ( )1 3V G ≥ ，

除 1G 外另一部分与 2K 同构，然而，当 5n ≥ 时， ( )1 2 2 2 3 5 3 2 6 7 2n n
nCQ F F W n n− ∪ − ≥ − − − = − + > ，

矛盾。 
综上所述， 1 2nCQ F F∪− 中无孤立点得证。 
定理 5 当 5n ≥ 时，n 维交叉立方体 nCQ 在 MM*模型下的非包含 1 好邻诊断度上界为 3 5n − ，即

( )
1

3 5N nt CQ n≥ − 。 

证明 要证 nCQ 的非包含 1 好邻诊断度上界为3 5n − ，即要证明当 5n ≥ 时，对 n 维交叉立方体 nCQ 中

任意一对满足条件 1 3 5F n≤ − 且 2 3 5F n≤ − 的非包含 1 好邻故障集对 ( )1 2,F F ，都有 1F 和 2F 是可区分的。 
反证法，假设 1F 和 2F 是不可区分的。不失一般性，令 1 2F F≥ 。由引理 5 可知， 1 2 nF F CQ∪ ≠ ，且

1 2nCQ F F− ∪ 中无孤立点。因为 1F 和 2F 都是 1 好邻故障集且不可区分，所以 1 2F F∆ 与 1 2nCQ F F− ∪ 之间

无边相连，且 1 2 2F F− ≥ ， 2 2 2F F− ≥ ，即有 1 2 4F F∆ ≥ ， ( )1 2 1 2N F F F F∆ ⊆ ∩ 。由此得知，有

1 2 3 7 3 6F F n n∩ ≤ − < − ，而由引理 4 可知， 1 2nCQ F F− ∩ 由两部分组成，其中一个部分与 2K 同构。因为

当 5n ≥ 时， ( )1 2 2 2 3 5 2n
nCQ F F n− ∪ ≥ − − > ，所以 1 2 2F F∆ ≤ ，矛盾。 

综上， ( )
1

3 5N nt CQ n≥ − 得证。 

定理 6 当 4n ≥ 时，n 维交叉立方体 nCQ 在 MM*模型下的非包含 1 好邻诊断度为 3 5n − ，即

( )
1

3 5N nt CQ n= − 。  

证明 综合定理 4 和定理 5 可知，当 5n ≥ 时 n 维交叉立方体 nCQ 在 MM*模型下的非包含 1 好邻诊断

度上界和下界均为 3 5n − ，又由定理 3， 4CQ 在 MM*模型下的非包含 1 好邻诊断度为 7，故当 4n ≥ 时，n
维交叉立方体 nCQ 在 MM*模型下的非包含 1 好邻诊断度为3 5n − 得证。 

5. 结论与研究展望 

本文主要研究结论：当 4n ≥ 时， ( )
( )PMC

1

2 1 2 1,0 3

2 1, 2 1g

g

N n n

n g g n
t CQ

n g n−

 − + − ≤ ≤ −  ≤ 
− − ≤ ≤ −

；当 4n ≥ 时， 

( )
1

PMC 4 7N nt CQ n= − ；当 4n ≥ 时， ( )*

1

MM 3 5N nt CQ n= − 。 

之前已有的非包含 g 好邻诊断度研究结果主要针对经典 n 维立方体 nQ ：当 4n ≥ 时， 

( )
1

4 7PMC
N nt Q n= − ；当 7n ≥ 时， ( )*

1

MM 3 5N nt Q n= − 。 

对两类结果进行比较，可知本文所做 nCQ 在 MM*模型下的 1 好邻诊断度结果的适用范围 4n ≥ 比 nQ
的已有结果适用范围 7n ≥ 更优。 

关于本文研究结果的局限性与未来研究展望，本文仅做出 nCQ 在 PMC 和 MM*模型下的 1 好邻诊断

度精确值，未拓展至扭结立方体、增广立方体等衍生变体网络；在此基础上未来研究方向是证明得出 n 维

交叉立方体 nCQ 在 PMC 模型下的 g 好邻诊断度以及 nCQ 在 MM*模型下的 1 好邻诊断度和 g 好邻诊断

度，除理论推导外考虑与实际复杂网络应用场景结合，验证结果的实际适用性。 
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